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完全半順序集合

• 半順序集合 (𝐷𝐷,⊑) が完全半順序（complete partial ordered 
set, cpo）となるのは，
• 最小元 ⊥がある．

• 𝑥𝑥1 ⊑ 𝑥𝑥2 ⊑ 𝑥𝑥3 ⊑ ⋯ ⊑ 𝑥𝑥𝑛𝑛 ⊑ ⋯ となる無限列に対して，上限 ⊔𝑖𝑖=1∞ 𝑥𝑥𝑖𝑖 があ
る．
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完全半順序集合情報の集合 ⊆



平坦領域（flat domain）
• 集合 𝑆𝑆 に最小元 ⊥ を追加する．

• 𝑥𝑥 ∈ 𝑆𝑆 に対して ⊥ ⊑ 𝑥𝑥
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⊥
𝐵𝐵⊥ =

tt ff

• 自然数の集合 𝑁𝑁 = {0, 1, 2, 3, 4,⋯ } の平坦領域は，

⊥

𝑁𝑁⊥ =
0 1 32 ⋯4

• 例：
• 真偽値の集合 𝐵𝐵 = {tt, ff} の平坦領域は，



直積（product）
• CPO 𝐷𝐷1 と 𝐷𝐷2 の直積 𝐷𝐷1 × 𝐷𝐷2 とは，

• 𝐷𝐷1 × 𝐷𝐷2 = 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 | 𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷1, 𝑦𝑦 ∈ 𝐷𝐷2
• 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 ⊑ 𝑥𝑥′, 𝑦𝑦′ ⟺ 𝑥𝑥 ⊑ 𝑥𝑥𝑥かつ 𝑦𝑦 ⊑ 𝑦𝑦𝑦
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• 𝐷𝐷1 × 𝐷𝐷2 はCPOである．
• 上記の ⊑は半順序になっている．

• ⊥D1×𝐷𝐷2= ⊥𝐷𝐷1, ⊥D2
• 𝑥𝑥1, 𝑦𝑦1 ⊑ 𝑥𝑥2, 𝑦𝑦2 ⊑ 𝑥𝑥3, 𝑦𝑦3 ⊑ ⋯ ⊑ 𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑖𝑖 ⊑ ⋯に対して，

⊔𝑖𝑖=1∞ 𝑥𝑥𝑖𝑖, 𝑦𝑦𝑖𝑖 = ⊔𝑖𝑖=1∞ 𝑥𝑥𝑖𝑖 ,⊔𝑖𝑖=1∞ 𝑦𝑦𝑖𝑖



直積の例

• 𝐵𝐵⊥ × 𝐵𝐵⊥
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ハッセ図を描きなさい． • (𝐵𝐵⊥× 𝐵𝐵⊥) × 𝐵𝐵⊥



真偽値に関する関数
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• not: 𝐵𝐵 → 𝐵𝐵

ff tt
not

• not⊥: 𝐵𝐵⊥ → 𝐵𝐵⊥

⊥ ff tt
not⊥

• and: 𝐵𝐵 × 𝐵𝐵 → 𝐵𝐵

and ff tt
ff
tt

• or: 𝐵𝐵 × 𝐵𝐵 → 𝐵𝐵
or ff tt
ff
tt



or の連続関数への拡張
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• or⊥: 𝐵𝐵⊥ × 𝐵𝐵⊥ → 𝐵𝐵⊥

or⊥ ⊥ ff tt
⊥
ff ff tt
tt tt tt

• or𝑅𝑅: 𝐵𝐵⊥ × 𝐵𝐵⊥ → 𝐵𝐵⊥

or𝑅𝑅 ⊥ ff tt
⊥
ff ff tt
tt tt tt

• or𝐿𝐿: 𝐵𝐵⊥ × 𝐵𝐵⊥ → 𝐵𝐵⊥

or𝐿𝐿 ⊥ ff tt
⊥
ff ff tt
tt tt tt

• or𝑃𝑃: 𝐵𝐵⊥ × 𝐵𝐵⊥ → 𝐵𝐵⊥

or𝑃𝑃 ⊥ ff tt
⊥
ff ff tt
tt tt tt



条件関数

• cond: 𝐵𝐵⊥ × 𝑁𝑁⊥ × 𝑁𝑁⊥ → 𝑁𝑁⊥
• cond ⊥, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = ⊥
• cond tt, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥
• cond ff, 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 𝑦𝑦
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連続関数の性質

• 値域の階数が有限であるとき，
• 単調であれば連続である．
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定義域 値域

𝑓𝑓

• 𝑓𝑓: 𝐷𝐷1 × 𝐷𝐷2 → 𝐷𝐷3 が連続である ⟺
• 𝑏𝑏 ∈ 𝐷𝐷2 に対して 𝑓𝑓𝑏𝑏: 𝐷𝐷1 → 𝐷𝐷3 が連続である．

𝑓𝑓𝑏𝑏 𝑥𝑥 = 𝑓𝑓 𝑥𝑥, 𝑏𝑏
• 𝑎𝑎 ∈ 𝐷𝐷1 に対して 𝑓𝑓𝑎𝑎:𝐷𝐷2 → 𝐷𝐷3 が連続である．

𝑓𝑓𝑎𝑎 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑎𝑎, 𝑦𝑦)



直積に関連する連続関数

• 射影（projection）
• 𝜋𝜋1:𝐷𝐷1 × 𝐷𝐷2 → 𝐷𝐷1

• 𝜋𝜋1 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥
• 𝜋𝜋2:𝐷𝐷1 × 𝐷𝐷2 → 𝐷𝐷2

• 𝜋𝜋2 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 = 𝑦𝑦
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𝐷𝐷2𝐷𝐷1 × 𝐷𝐷2𝐷𝐷1
𝜋𝜋1 𝜋𝜋2

𝑥𝑥, 𝑦𝑦𝑥𝑥 𝑦𝑦

𝜄𝜄1 𝜄𝜄2

𝑥𝑥 𝑥𝑥, ⊥𝐷𝐷2 𝑦𝑦⊥𝐷𝐷1, 𝑦𝑦

• 𝜄𝜄1 ∘ 𝜋𝜋1 𝑧𝑧 ⊑ 𝑧𝑧
• 𝜄𝜄2 ∘ 𝜋𝜋2 𝑧𝑧 ⊑ 𝑧𝑧
• 𝜋𝜋1 ∘ 𝜄𝜄1 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥
• 𝜋𝜋2 ∘ 𝜄𝜄1 𝑥𝑥 = ⊥𝐷𝐷2
• 𝜋𝜋1 ∘ 𝜄𝜄2 𝑦𝑦 = ⊥𝐷𝐷1
• 𝜋𝜋2 ∘ 𝜄𝜄2 𝑦𝑦 = 𝑦𝑦

• 埋め込み（injection, embedding）
• 𝜄𝜄1: 𝐷𝐷1 → 𝐷𝐷1 × 𝐷𝐷2

• 𝜄𝜄1 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥, ⊥𝐷𝐷2
• 𝜄𝜄2: 𝐷𝐷2 → 𝐷𝐷1 × 𝐷𝐷2

• 𝜄𝜄2 𝑦𝑦 = ⊥𝐷𝐷1, 𝑦𝑦



直和（co-product）
• CPO 𝐷𝐷1 と 𝐷𝐷2の直和 𝐷𝐷1 + 𝐷𝐷2 とは，

• 𝐷𝐷1 + 𝐷𝐷2 = 𝑥𝑥, 1 | 𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷1 ∪ 𝑦𝑦, 2 | 𝑦𝑦 ∈ 𝐷𝐷2 ∪ ⊥D1+𝐷𝐷2
• 𝑥𝑥, 1 ⊑ 𝑥𝑥𝑥, 1 ⟺ 𝑥𝑥 ⊑ 𝑥𝑥𝑥
• 𝑦𝑦, 2 ⊑ 𝑦𝑦′, 2 ⟺ 𝑦𝑦 ⊑ 𝑦𝑦′
• ⊥D1+𝐷𝐷2⊑ 𝑥𝑥, 1
• ⊥D1+𝐷𝐷2⊑ 𝑦𝑦, 2
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𝐷𝐷1

𝐷𝐷1 𝐷𝐷2

⊥D1+𝐷𝐷2

• 𝐷𝐷1 + 𝐷𝐷2 はCPOである．
• 上記 ⊑は半順序になっている．

• ⊥D1+𝐷𝐷2 が最小元．

• 上昇数列は 𝐷𝐷1 あるいは 𝐷𝐷2 の中に閉じたものなので上限がある．



直和の例

• 𝐵𝐵⊥ + 𝐵𝐵⊥
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ハッセ図を描きなさい． • (𝐵𝐵⊥+𝐵𝐵⊥) + 𝐵𝐵⊥



もう一つの直和（smashed co-product ）
• CPO 𝐷𝐷1 と 𝐷𝐷2 のsmashed co-product 𝐷𝐷1⨁𝐷𝐷2 とは，

• 𝐷𝐷1⨁𝐷𝐷2 = 𝑥𝑥, 1 | 𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷1, 𝑥𝑥 ≠⊥D1 ∪ 𝑦𝑦, 2 | 𝑦𝑦 ∈ 𝐷𝐷2, 𝑦𝑦 ≠⊥D2 ∪
⊥D1+𝐷𝐷2
• 𝑥𝑥, 1 ⊑ 𝑥𝑥𝑥, 1 ⟺ 𝑥𝑥 ⊑ 𝑥𝑥𝑥
• 𝑦𝑦, 2 ⊑ 𝑦𝑦′, 2 ⟺ 𝑦𝑦 ⊑ 𝑦𝑦′
• ⊥D1+𝐷𝐷2⊑ 𝑥𝑥, 1
• ⊥D1+𝐷𝐷2⊑ 𝑦𝑦, 2
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𝐷𝐷1 𝐷𝐷2

⊥D1+𝐷𝐷2



直和に関係する連続関数
• 射影（projection）

• 𝜋𝜋1:𝐷𝐷1 + 𝐷𝐷2 → 𝐷𝐷1
• 𝜋𝜋1 𝑥𝑥, 1 = 𝑥𝑥
• 𝜋𝜋1 𝑦𝑦, 2 = ⊥𝐷𝐷1
• 𝜋𝜋1 ⊥𝐷𝐷1+𝐷𝐷2 = ⊥𝐷𝐷1

• 𝜋𝜋2: 𝐷𝐷1 + 𝐷𝐷2 → 𝐷𝐷2
• 𝜋𝜋2 𝑥𝑥, 1 = ⊥𝐷𝐷2
• 𝜋𝜋2 𝑦𝑦, 2 = 𝑦𝑦
• 𝜋𝜋2 ⊥𝐷𝐷1+𝐷𝐷2 = ⊥𝐷𝐷2
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𝜄𝜄1 𝜄𝜄2

𝑥𝑥 𝑥𝑥, 1 𝑦𝑦𝑦𝑦, 2

• 𝜄𝜄1 ∘ 𝜋𝜋1 𝑧𝑧 ⊑ 𝑧𝑧
• 𝜄𝜄2 ∘ 𝜋𝜋2 𝑧𝑧 ⊑ 𝑧𝑧
• 𝜋𝜋1 ∘ 𝜄𝜄1 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥
• 𝜋𝜋2 ∘ 𝜄𝜄1 𝑥𝑥 = ⊥𝐷𝐷2
• 𝜋𝜋1 ∘ 𝜄𝜄2 𝑦𝑦 = ⊥𝐷𝐷1
• 𝜋𝜋2 ∘ 𝜄𝜄2 𝑦𝑦 = 𝑦𝑦

𝐷𝐷1 + 𝐷𝐷2𝐷𝐷1 𝐷𝐷2
𝜋𝜋1 𝜋𝜋2

𝑥𝑥, 1𝑥𝑥 𝑦𝑦𝑦𝑦, 2

• 埋め込み（injection, embedding）
• 𝜄𝜄1: 𝐷𝐷1 → 𝐷𝐷1 + 𝐷𝐷2

• 𝜄𝜄1 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥, 1
• 𝜄𝜄1 ⊥𝐷𝐷1 =⊥𝐷𝐷1+𝐷𝐷2

• 𝜄𝜄2: 𝐷𝐷2 → 𝐷𝐷1 + 𝐷𝐷2
• 𝜄𝜄2 𝑦𝑦 = 𝑦𝑦, 2
• 𝜄𝜄2 ⊥𝐷𝐷2 =⊥𝐷𝐷1+𝐷𝐷2



関数空間（function space）
• CPO 𝐷𝐷1 から 𝐷𝐷2 への関数空間 𝐷𝐷1 → 𝐷𝐷2 とは，

• 𝐷𝐷1 → 𝐷𝐷2 = 𝑓𝑓:𝐷𝐷1 → 𝐷𝐷2 𝑓𝑓は連続である}
• 𝑓𝑓 ⊑ 𝑓𝑓′ ⟺ 𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷1 に対して 𝑓𝑓 𝑥𝑥 ⊑ 𝑓𝑓′ 𝑥𝑥
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• 𝜄𝜄 ∘ 𝜋𝜋 𝑓𝑓 ⊑ 𝑓𝑓
• 𝜋𝜋 ∘ 𝜄𝜄 𝑦𝑦 = 𝑦𝑦

• 𝐷𝐷1 → 𝐷𝐷2 はCPOである．
• 上記の ⊑は半順序になっている．

• ⊥ D1→D2 𝑥𝑥 =⊥D2
• 𝑓𝑓1 ⊑ 𝑓𝑓2 ⊑ 𝑓𝑓3 ⊑ ⋯ ⊑ 𝑓𝑓𝑖𝑖 ⊑ ⋯に対して，

⊔𝑖𝑖=1∞ 𝑓𝑓𝑖𝑖 (𝑥𝑥) =⊔𝑖𝑖=1∞ 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝑥𝑥)
• 射影と埋め込み

• 𝜋𝜋 ∶ 𝐷𝐷1 → 𝐷𝐷2 → 𝐷𝐷2
• 𝜋𝜋 𝑓𝑓 = 𝑓𝑓 ⊥

• 𝜄𝜄 ∶ 𝐷𝐷2 → 𝐷𝐷1 → 𝐷𝐷2
• 𝜄𝜄 𝑦𝑦 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦



射影と埋め込み

• 𝐷𝐷1 ⊲ 𝐷𝐷2
• 𝜋𝜋 ∶ 𝐷𝐷2 → 𝐷𝐷1 射影

• 𝜄𝜄 ∶ 𝐷𝐷1 → 𝐷𝐷2 埋め込み

• 𝜄𝜄 ∘ 𝜋𝜋 𝑦𝑦 ⊑ 𝑦𝑦 𝜄𝜄 ∘ 𝜋𝜋 ⊑ 𝑖𝑖𝑑𝑑𝐷𝐷2
• 𝜋𝜋 ∘ 𝜄𝜄 𝑥𝑥 ⊒ 𝑥𝑥 𝜋𝜋 ∘ 𝜄𝜄 ⊒ 𝑖𝑖𝑑𝑑𝐷𝐷1
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• 直積: 𝐷𝐷1 × 𝐷𝐷2
• 𝐷𝐷1 ⊲ 𝐷𝐷1 × 𝐷𝐷2
• 𝐷𝐷2 ⊲ 𝐷𝐷1 × 𝐷𝐷2

• 直和: 𝐷𝐷1 + 𝐷𝐷2
• 𝐷𝐷1 ⊲ 𝐷𝐷1 + 𝐷𝐷2
• 𝐷𝐷2 ⊲ 𝐷𝐷1 + 𝐷𝐷2

• 関数空間: 𝐷𝐷1 → 𝐷𝐷2
• 𝐷𝐷2 ⊲ 𝐷𝐷1 → 𝐷𝐷2



不動点定理

• 定理：連続関数 𝑓𝑓: 𝐷𝐷 → 𝐷𝐷 は最小不動点を持つ．
• 𝑓𝑓 の不動点 𝑢𝑢 ⟺ 𝑓𝑓 𝑢𝑢 = 𝑢𝑢
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• 証明：

• ⊥ ⊑ 𝑓𝑓 ⊥ ⊑ 𝑓𝑓 𝑓𝑓 ⊥ ⊑ 𝑓𝑓3 ⊥ ⊑ ⋯ ⊑ 𝑓𝑓𝑖𝑖 ⊥ ⊑ ⋯

• fix: 𝐷𝐷 → 𝐷𝐷 → 𝐷𝐷
• fix 𝑓𝑓 = ⊔𝑖𝑖=0∞ 𝑓𝑓𝑖𝑖 ⊥
• これも連続

• ⊔𝑖𝑖=0∞ 𝑓𝑓𝑖𝑖 ⊥ が最小不動点である．

• 𝑓𝑓 ⊔𝑖𝑖=0∞ 𝑓𝑓𝑖𝑖 ⊥ =⊔𝑖𝑖=0∞ 𝑓𝑓𝑖𝑖 ⊥
• 任意の不動点 𝑢𝑢 = 𝑓𝑓 𝑢𝑢 に対して

• 𝑓𝑓𝑖𝑖 ⊥ ⊑ 𝑢𝑢 であるから ⊔𝑖𝑖=0∞ 𝑓𝑓𝑖𝑖 ⊥ ⊑ 𝑢𝑢.



不動点意味論

• 再帰プログラムは分かりにくい？
• fact 𝑥𝑥 ≡ if 𝑥𝑥 = 0 then 1 else 𝑥𝑥 × fact(𝑥𝑥 − 1)
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• fact: 𝑁𝑁⊥ → 𝑁𝑁⊥
• fact = λ𝑥𝑥. cond 𝑥𝑥 = 0, 1, 𝑥𝑥 × fact 𝑥𝑥 − 1
• fact は次の関数 𝐹𝐹 の不動点

• 𝐹𝐹: 𝑁𝑁⊥ → 𝑁𝑁⊥ → 𝑁𝑁⊥ → 𝑁𝑁⊥
• 𝐹𝐹 𝑓𝑓 = λ𝑥𝑥. cond 𝑥𝑥 = 0, 1, 𝑥𝑥 × 𝑓𝑓 𝑥𝑥 − 1

• fact を 𝐹𝐹 の最小不動点として理解する．

• 𝐹𝐹 ⊥ =
• 𝐹𝐹2 ⊥ =
• 𝐹𝐹3 ⊥ =
• ⋮
• fix 𝐹𝐹 =⊔𝑛𝑛=0∞ 𝐹𝐹𝑛𝑛 ⊥



fact = fix 𝐹𝐹 =⊔𝑛𝑛=0∞ 𝐹𝐹𝑛𝑛 ⊥
• 𝐹𝐹 𝑓𝑓 = λ𝑥𝑥. cond 𝑥𝑥 = 0, 1, 𝑥𝑥 × 𝑓𝑓 𝑥𝑥 − 1
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• 𝐹𝐹 ⊥ =

• 𝐹𝐹2 ⊥ =



fact = fix 𝐹𝐹 =⊔𝑛𝑛=0∞ 𝐹𝐹𝑛𝑛 ⊥
20

• 𝐹𝐹𝑛𝑛+1 ⊥ =

• 𝐹𝐹3 ⊥ =

• 𝐹𝐹𝑛𝑛 ⊥ =

• fact =⊔𝑛𝑛=0∞ 𝐹𝐹𝑛𝑛 ⊥ =



宿題
• 次のふたつの再帰プログラムの不動点意味論を計算しなさい．

• 𝑓𝑓 𝑥𝑥 ≡ if 𝑥𝑥 = 0 then 1 else 𝑓𝑓 𝑥𝑥 − 1 + 1
• 𝑔𝑔 𝑥𝑥 ≡ if 𝑥𝑥 = 0 then 1 else 𝑔𝑔 𝑥𝑥 + 1

• 提出方法
• SOLの課題提出から，PDF形式で提出しなさい．

• 𝑓𝑓 と 𝑔𝑔 がそれぞれどんな関数 𝐹𝐹 と 𝐺𝐺 の不動点となるかをまず示し，そ
れぞれの最小不動点を，fact と同じように ⊔𝑛𝑛=0∞ 𝐹𝐹𝑛𝑛 ⊥ と ⊔𝑛𝑛=0∞ 𝐺𝐺𝑛𝑛 ⊥
を計算して示しなさい．

• 締め切り：12月12日土曜日
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まとめ

• 領域
• 平坦領域

• 直積

• 直和

• 関数空間

• 不動点
• 不動点定理

• 不動点意味論
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