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第1章 いろいろな記号と集合の話

1.1 いろいろな記号

1.1.1 数

□ 絶対値

jaj =
(

a (a � 0)

�a (a < 0)

□ べき乗

a > 0; b > 0、m;nは実数の時

� am � an = am+n

� (am)n = amn

� (ab)n = anbn

� am � an = am�n

□ 割り算

a; b整数のとき

a� bの商 r、余り q , a = br + q (0 � q < r)

□ 多項式の割り算

a(x); b(x)が整式のとき

a(x)� b(x)の商 r(x)、余り q(x) , a(x) = b(x)r(x) + q(x) (0 � deg q(x) < deg r(x))

1.1.2 数列

a1; a2; � � �数列
fang1n=1

□ 数列の極限

lim
n!1

an = �

□ 極限の演算

lim
n!1

an = a; lim
n!1

bn = b �; �は実数のとき
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lim
n!1

(�an + �bn) = �a+ �b

lim
n!1

anbn = ab

lim
n!1

an
bn

=
a

b
; (b 6= 0)

□ 級数

a1 + a2 + � � �+ an =

nX
k=1

ak

□ 級数の演算
nX

k=1

(ak + bk) =
nX

k=1

ak +
nX

k=1

bk

nX
k=1

cak = c
nX

k=1

ak

□ ２項係数

n! = n(n� 1)(n = 2) � � �1

nCr =

 
n

r

!
=

n!

(n� r)!r!
(0 � r � n); 注意 0! = 1

nPr = n(n� 1) � � � (n� r + 1) = r!nCr

□ 二項展開

(a+b)n = an+nC1a
n�1b+nC2a

n�2b2+� � �+nCra
n�rbr+� � �+bn =

nX
k=1

nCka
n�kbk

1.1.3 複素数
p�1 = i

z = a+ bi、a; b実数

□ 複素数の演算

z1 = a1 + b1i; z2 = a2 + b2i

z1 + z2 = (a1 + a2) + (b1 + b2)i

z1z2 = (a1a2 � b1b2) + (a1b1 + a2b1)i

□ 共役複素数

z = a� bi

□ 絶対値

jzj =
p
a2 + b2 = (zz)

1

2

jz1z2j = jz1j � jz2j
□ 極分解

z = a+ bi = r(cos � + i sin �)

絶対値 r = jzj、偏角 � = arg z

arg(z1z2) = arg(z1) + arg(z2)
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□ド・モアブルの公式

zn = rn(cos � + i sin �)n = rn(cosn� + i sinn�)

1.1.4 数の集合

N � Z � Q � R � C

1.1.5 ベクトル

□ ベクトルの演算

(1)
��!
AB +

��!
BC =

�!
AC

��!
AB ��!AC =

��!
CB

(2) �!a = (a1; b1) =
�!
OA, �!a = (a2; b2) =

��!
OB のとき

��!a + �
�!
b = (�a1 + �b1; �a2 + �b2)

□ 大きさ、ノルム

j�!a j =
q
a21 + a22

□ 内積
�!a � �!b = a1b1 + a2b2

□ ベクトルのなす角 �
�!a � �!b = j�!a jj�!b j cos �
�!a ? �!

b $ �!a � �!b = 0
�!a ==�!b $ �!a = �

�!
b (� 6= 0)

□ n次元ベクトル

空間のベクトルを考えるときは、添字の 1; 2を 1; 2; 3とすればよい。Rnの

ベクトルを考えるときは添字を 1; 2; � � � ; nとすればよい。
□ ベクトルと複素数
�!a = (a1; a2)$ z = a1 + a2i

j�!a j = jzj

1.1.6 グラフと直線の方程式

□ y = f(x)の対称移動

y = �f(x) x軸について対称

y = f(�x) y軸について対称

y = �f(�x) 原点について対称

x = f(y) x = yについて対称

y � q = f(x� p) x軸方向に p、y軸方向に qの平行移動
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□ 直線の方程式

(1) (x1; y1)を通り傾き mの直線

y � y1 = m(x� x1)

(2) (x1; y1); (x2; y2)を通る直線

y � y1 =
y2 � y1
x2� x1

(x� x1) (x1 6= x2)

(3) Aを通り �!e に平行な直線

�!x = �!a + t�!e
�!
OA = �!a、t実数
(4) A;Bを通る直線

�!x = (1� t)�!a + t
�!
b

�!
OA = �!a、��!OB =

�!
b 、t実数

1.1.7 関数の極限

lim
x!a

f(x) = �

f(x)! �(x! a)

□ 極限の演算

lim
x!a

f(x) = c; lim
x!a

g(x) = d のとき

lim
x!a

(�f(x) + �g(x)) = �c+ �d

lim
x!a

f(x)g(x) = cd

lim
x!a

f(x)

g(x)
=
c

d

1.1.8 関数の微分

x = x0での微分係数

f 0(x0) = lim
h!0

f(x0 + h)� f(x0)

h
= lim

y!x0

f(y)� f(x)

y � x0
□ 多項式の微分

(x�)0 = �x��1

□ 微分の演算

(�f(x) + �g(x))0 = �f 0(x) + �g0(x)

(f(x)g(x))0 = f 0(x)g(x) + f(x)g0(x)�
f(x)

g(x)

�0
=
f 0(x)g(x)� f(x)g0(x)

g2(x)
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□ 高階微分

f 00(x) = (f 0(x))0

f 000(x) = (f 00(x))0

f (n)(x) = (f (n�1)(x))0

□ 接線の方程式

y � y0 = f 0(x0)(x� x0)

□ 法線の方程式

y � y0 = � 1

f 0(x0)
(x� x0)

1.1.9 積分

F 0(x) = f(x)!
Z
f(x)dx = F (x) + C

□ 多項式の積分Z
x�dx =

8<
:

1

�+ 1
x�+1 + C (� 6= �1)

log x+ C (� = �1)
□ 積分の演算Z

(�f(x) + �g(x))dx = �

Z
f(x)dx+ �

Z
g(x)dxZ b

a

f(x)dx = F (b)� F (a)Z b

a

(�f(x) + �g(x))dx = �

Z b

a

f(x)dx+ �

Z b

a

g(x)dx

□ 積分の性質Z c

a

f(x)dx+

Z b

c

f(x)dx =

Z b

a

f(x)dx

f(x) � 0!
Z b

a

f(x)dx � 0

d

dx

Z x

a

f(x)dx = f(x)

□ 面積

y = f(x); y = g(x), a � x � b の囲む面積 S

S =

Z b

a

jf(x)� g(x)jdx

□ 切り口の面積 Sの体積

V =

Z b

a

S(x)dx

□ y = f(x)の x軸での回転体の体積
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V = �

Z b

a

(f(x))2dx

□ y = f(x)の曲線の長さ S

S =

Z b

a

p
1 + (f 0(x))2dx

1.2 集合の記号

1.2.1

ある程度の思考の対称の集まりを一般に集合というが、（この定義を本当に

正確にするとなると大変であるが、一応我々は集合ということにういてある

程度の常識的考えをもっているとする。要素が属するか属さないかは明確に

判断できる必要がある）

注意 以下 8は ”全ての”、9は ”ある”と読む。8 = all、9 = exist。

□ 集合の記号

a 2 A aは集合 Aの要素である aは Aに属する

a =2 A a 2 Aの否定 aは Aに属さない

A � B Aは Bの部分集合である 8a 2 A! a 2 B
A � B A � Bで A 6= B 9x0 2 B s.t. x0 =2 A

� 空集合 要素を１つももたない集合 f g = �,

� � A

□ 集合の演算

A [ B Aと Bの和集合 A [B = fxjx 2 Aまたは x 2 Bg
A \ B Aと Bの共通集合 A \ B = fxjx 2 Aかつ x 2 Bg
Ac 集合 Aの補集合 Ac = fxjx =2 Ag

1.2.2 集合の演算公式

A [ B = B [ A
A \ B = B \ A
(A [ B) [ C = A [ (B [ C)

(A \ B) \ C = A \ (B \ C)

(A [ B) \ C = (A \ C) [ (B \ C)

(A \ B) [ C = (A [ C) \ (B [ C)

(A [ B)c = Ac \Bc
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(A \ B)c = Ac [Bc

（ド・モルガン）

A � B ) Ac � Bc

A � A [ B;B � A [B
A � A \ B;B � A \B
� � A

1.2.3 集合族

集合族＝「集合の集合」＝その元が集合であるような集合

例 1.1 1. f(a; b)ja; b 2 R; a < bg
2. A1; A2; � � � ; Anを集合として fA1; A2; � � � ; Ang = fAnjn = 1; 2; � � � ; ng
3. fA�j� 2 �g
□ 集合族の演算

�添字集合、fA�j� 2 �g 集合族とする。このとき集合族の和と積を次で
定める。

1.和
[
�2�

=
[
fA�j� 2 �g = fxjある � 2 �を適当に選べば x 2 A� で

ある g
2.積

\
�2�

=
\
fA�j� 2 �g = fxjすべての � 2 �に対して x 2 A�g

特に � = Nのとき
1[
n=1

An �
[
n2N

An;
1\
n=1

An �
\
n2N

An

□ 演算公式

集合族 fA�j� 2 �g とある集合M に対して

1.M \ (
[
�2�

A�) =
\
�2�

(M [A�) 和の分配律

2.M [ (
\
�2�

A�) =
[
�2�

(M \A�) 積の分配律

3. (
\
�2�

A�)
c =

\
�2�

Ac
�ド・モルガンの法則

4. (
[
�2�

A�)
c =

[
�2�

Ac
�ド・モルガンの法則

□ 直和

fA�j� 2 �g に対して A� \ A� = �(� 6= �; �; � 2 �) なるとき、この集合

族はお互いに素であるという。このとき[
�2�

A� =
X
�2�

A�
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とかいて、これを fA�j� 2 �g の直和という。

1.2.4 ベキ集合族

Aの部分集合全体からなる集合族のことを Aのベキ集合族といい、2A ま

たは P (A)とかく。

2A � fBjB � Ag

例 1.2 A = f1; 2; 3gとして、

2A = fBjB � f1; 2; 3gg = f�; f1g; f2g; f3g; f1; 2g; f2; 3g; f1; 3g; Ag

問 1.1 1. A = f1; 2; � � � ; ngのとき、2A の要素の個数は 2n となることを

示せ。

2. [2Aおよび \2Aを求めよ。
3. 2�を求めよ。

4. A = f1; 2; 3gのとき、次の集合を求めよ。
(a) ffxgjx 2 Ag
(b) \fxjx 2 p(A)g
(c) p(fAg)
(d) A [ fAg
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集合 A;B間の対応を考える。

2.1 関係とグラフ

2.1.1 関係

２つの集合 A;Bがあり、A 3 aと B 3 bとの間に関係（対応）があると
き、b = f(a); f(a) = bなどとかき、そのような関係全体を

f : A! B

とかく。

例 2.1 A = f2; 3; 5g, B = f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10g
b = f(a)を bは aの倍数と定めれば

f(2) = 2 f(3) = 3 f(5) = 5

f(2) = 4 f(3) = 6 f(5) = 10

f(2) = 6 f(3) = 9

f(2) = 8

f(2) = 10

1

2

3

5

2

3

4

5

6

8

9

7

10

図 2.1:
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例 2.2 A = f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10g, B = f2; 3; 5g
b = f(a)を bは aの倍数と定めれば

f(2) = 2 f(3) = 3 f(4) = 2

f(5) = 5 f(6) = 2 f(6) = 3

f(8) = 2 f(9) = 3 f(10) = 2

f(10) = 5

1

2

3

5

2

3

4

5

6

8

9

7

10

図 2.2:

例 2.3 A = [�1; 1], B =実数全体

b = f(a)を”b = a2 + 3”と定めれば

f(a) = a2 + 3 (�1 � a � 1)

例 2.4 A = [�1; 1], B = [0; 1]

b = f(a)を”b � 2a”と定めれば

�1 � a � 0のとき

f(a) = x (0 � x � 1)

0 < a � 1

2
のとき

f(a) = x (2a � x � 1)

例 2.5 A =人間の全体, B =実数

b = f(a)を”bは aの身長（cm）”と定めれば

f(マイケル・ジョーダン ) =

f(貴ノ花 ) =

f(マドンナ ) =
...

例 2.6 A =分子全体、B =原子全体

b = f(a)を”bは aを構成する原子”と定めれば

f(H2O) = H

f(H2O) = O
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f(O2) = O

f(C6H6) = C

f(C6H6) = H
...

A = Bのとき、f : A! Aを ”A上の関係”という。

f : A ! Bが 8a 2 Aに対して、b = f(a)がただ１つ定まるとき、f を

写像 という。

とくに A = B, f(a) = a のとき恒等写像という。

2.1.2 グラフ

順序対 (a; b)(a 2 A; b 2 B)の全体を Aと Bの直積集合といい、A�Bと
かく。

A�B = f(a; b); a 2 A; b 2 Bg
f : A! Bが与えられたとき、A� Bの部分集合

Gf = f(a; b) 2 A� B; b = f(a)g � A� B

を f のグラフ という。

直積集合A�Bおよびその部分集合Gf は、Aを横軸、Bをたて軸にとっ

て、視覚化すると理解しやすい。

2 3 5

1

2

3

4

5

6

8

9

7

10

A

B

図 2.3: Gf = f(2; 2); (2; 4); (2; 6); (2; 8); (2; 10); (3; 3); (3; 6); (3; 4); (5; 5); (5; 10)g

2.2 順序関係

2.2.1

A上の関係 f : A ! Aが次の条件を満たすとき f を順序関係 といい、A

を順序集合 という。
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2

3

5

1 2 3 4 5 6 8 97 10
A

B

図 2.4: Gf = f(2; 2); (3; 3); (4; 2); (5; 5); (6; 2); (6; 3); (8; 2); (9; 3); (10; 2); (10; 5)g

1

3

-1 1
A

B

2

4

図 2.5:

������-1
1

A

B

0 11
2

図 2.6:

図 2.7:
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H

O

C

A

B

He

H  O2 C  H6 6
O2

図 2.8:

(1) 8a 2 Aに対し a = f(a)（反射律）

(2) b = f(a); a = f(b)) a = b（反対称律）

(3) b = f(a); c = f(b)) c = f(a)（推移律）

さらに次の条件が満たされるとき、fを全順序関係といい、Aを全順序集合

という。

(4) 8a; b 2 Aに対して a = f(b)あるいは b = f(a)である（比較可能）

全順序のことを 線形順序 ともいう。

f を順序関係としたとき b = f(a)を”b � a”と書く。

例 2.7 A = 45の約数 = f1; 3; 5; 15; 45g
b � aを”bは aの約数”と定めれば Aは順序集合

例 2.8 A = 12の約数 = f1; 2; 3; 4; 6; 12g
b � aを”bは aの倍数”と定めれば Aは順序集合

例 2.9 A = 16の約数 = f1; 2; 4; 8; 16g
b � aを”bは aの倍数”と定めれば Aは全順序集合

例 2.10 A = P (f2; 3g) = f2; 3gの部分集合全体 = f�; f2g; f3g; f2; 3gg
b � aを”b � a”と定めれば Aは順序集合

例 2.11 A =自然数全体

b � aを”b 　� a”と定めれば Aは全順序集合

例 2.12 Ex 6 A =アルファベット全体

b � aを”bはアルファベット順で aと同じか後”と定めれば Aは順序集合

例 2.13 X = fx1; x2; x3gを x1 � x2 � x3なる全順序集合とし、

Y = fy1; y2gを y1 � y2なる全順序集合とする。

A = X � Y

(a; b) � (a0; b0)を”a 6= a0で a � a0または a = a0で b � b0”と定めれば A

は全順序集合
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2.2.2

f : A! Aを A上の順序関係とする。順序関係は

b � aを
b

j
a

と図示すると理解しやすい。ただし、b � c; c � aなる c 6= a; bが存在する

ときは bと aは結ばないことにする。すなわち直前、直後の要素と結ぶ。

1

3 5

15

45

図 2.9:

12

6

4

2

1

3

図 2.10:

12

8

4

2

1

図 2.11:

{2}

{2, 3}

{3}

図 2.12:

1

2

3

4

5

..

.

図 2.13:
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Z

Y

A

C

B

..

.

図 2.14:

{ x  , y  }3 2

{ x  , y  }3 1

{ x  , y  }2 2

{ x  , y  }3 1

{ x  , y  }1 2

{ x  , y  }1 1

図 2.15:

2.3 同値関係

2.3.1

A上の関係 f : A ! Aが次の条件をみたしているとき、f を 同値関係 と

いう。

(1) 8a 2 Aに対し a = f(a)（反射律）

(2) b = f(a)) a = f(b)（対称律）

(3) b = f(a); c = f(b)) c = f(a)（推移律）

f : A! Aが同値関係のとき、b = f(a)を a � bとかく。

f : A! Aが同値関係のとき、A 3 aに対して Aの部分集合

[a] = fx 2 A;x � Ag

を aの 同値類といい、aをその代表元という。また同値類の全体を、同値関

係 �による Aの商 といい、A= �と記す。すなわち

A= �= f[a]; a 2 Ag

例 2.14 A =整数の全体

a � bを”a� bは３の倍数”と定めると、�は同値関係
[0] = f3n;nは整数 g
[1] = f3n+ 1;nは整数 g
[2] = f3n+ 2;nは整数 g
A= �= f[0]; [1]; [2]g

例 2.15 A =動物全体

a � bを”aと bは同じ xxx”と定めると、�は同値関係
A= �= f[すずめ ]; [さる ]; [さんま ]; [へび ]; [わに ]g

勿論、[さる]=[人間]=[くま]であり、生物学ではこの部分集合を”ほ乳類”

と呼ぶ。



16 第 2章 関係

2.3.2

P (A)を集合 Aの部分集合の全体とする。
 � P (A)が次の性質を満たす

とき、
を Aの 分割 という。

1. 
 =2 �
2. 
 3 S; T; S 6= T ) S \ T = �

3. A =
[
S2


S

f : A! AなるA上の同値類が与えられたとき、A= �は Aの分割を与え

る。すなわち

A =
[

[a]2A=�

[a]

0, 3, 6
-3, -9
-300

1, 4, 7
-2, -98
1003

2, 5, 8
-1, -58

[0]

[1]

[2]

図 2.16: A = [0] [ [1] \ [2]

図 2.17: A =[すずめ][[さる][[へび][[わに][[さんま]

2.4 関係の合成と逆

□ 合成

f : A! B; g : B ! Cなる２つの関係が与えられているとする。このとき

g � f : A! C

なる関係を

c = g � f(a), 9b 2 B s.t. b = f(a); c = g(b)

で定める。この g � f を f と gの合成 という。

例 2.16 A = f1; 2; 3; 4; 5g, B = fa; b; cg, C = f2; 4; 6; 8g
f : A! B f(1) = a; f(1) = b; f(3) = a; f(4) = c; f(5) = c

g : B ! C g(a) = 2; g(b) = 4; g(b) = 6; g(c) = 2; g(c) = 8
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とすると

g � f : A! Cは
g � f(1) = 2; g � f(1) = 4; g � f(1) = 6; g � f(3) = 2;

g � f(4) = 2; g � f(4) = 8; g � f(5) = 2; g � f(5) = 8

1

a

b

c

2

3

4

5

図 2.18: f

2

a

b

c

4

6

8

図 2.19: g

2

4

6

8

1

2

3

4

5

図 2.20: g � f

□ 逆

f : A! Bなる関係が与えられている。このとき

f�1 : B ! A

なる関係を

a = f�1(b), f(a) = b

と定める。f�1を f の逆という。

例 2.17 A = f1; 2; 3; 4; 5g, B = fx; y; zg
f : A! B f(1) = x; f(1) = y; f(3) = z; f(3) = z; f(4) = z; f(5) = x

のとき

f�1 : B ! A f�1(x) = 1; f�1(x) = 3; f�1(x) = 5; f�1(y) = 1; f�1(z) =

2; f�1(z) = 3

2.5 全射、単射

□ 全射
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1

x

y

z

2

3

4

5

図 2.21: f

1

x

y

z

2

3

4

5

図 2.22: f�1

図 2.23: 全射 図 2.24: 全射でない

f : A! Bなる関係が与えられている。fが次の条件を満たすとき 全射 、

上への関係などという。

8b 2 Bに対して 9a s.t. b = f(a)

□ 単射

f : A! Bなる関係が与えられている。fが次の条件を満たすとき 単射 、

１対１の関係 などという。

f(a)には Bの１つの要素が対応し、f(a) = f(a0)) a = a0

図 2.25: 単射 図 2.26: 単射でない 図 2.27: 単射でない

単射の逆は単射である。

□ 全単射

全射かつ単射の時、全単射 、双射 などという。

問 2.1 A = B = Rとし、f : A! Bを次のように定めるとき、全射、単射

はどのようになるか？グラフを書いて確かめよ。
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f 全射 単射

f(x) = ax(a > 0) 
 

f(x) = x2 � �
f(x) = x3 
 

f(x) = �px 
 �
f(x) = 2�x � 


問 2.2 A = B = [0; 1]とし、同様の問題を考えると
f

f(x) = ax(a > 0) a � 1のとき
 

a < 1のとき�

f(x) = x2 
 

f(x) = x3 
 

f(x) = �px 
 

f(x) = 2�x � 


問 2.3 1. 次の写像 f : R! Rは全射か、単射か、全単射か、そのいずれ

でもないか、答えよ。

(a) f(x) = x2

(b) f(x) = x3

(c) f(x) = ex

(d) f(x) =

8<
:

1

x
(x 6= 0)

0 (x = 0)

2.全単射 f : (��; �)! Rを作れ

3.全単射 f : (a1; b1)! (a2; b2); (a1 < b1; a2 < b2)を作れ

4.全単射 f : (0; 1)! Rを作れ

2.5.1 可算集合と非可算集合

例 2.18 全単射 f :N! Zが存在する

（証明）f(n) � (�1)n[n
2
](n 2 N)ここに [ ]はガウス記号で n � a < n+1

なる aについて [a] = n

1 2 3 4 5 6 � � �
# # # # # #
0 1 �1 2 �2 3 � � �

例 2.19 全単射 f :N! Qが存在する

（証明）まず全単射 ' :N�N! Nを '(m;n) � 1

2
(m+n� 2)(m+n�

1) + n; ((m;n) 2 N�N)
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'(1; 1) = 1; '(1; 2) = 2; '(2; 1) = 3; '(1; 3) = 4; � � �
'(2; 2) = 5; '(3; 1) = 6; '(1; 4) = 7; � � �
で構成する。次に Q+ � fm

n
jm;n 2 Ngとおき、全射  : N �N ! Q+

を  (m;n) � m

n
で構成し、さらに全単射	 : Q+ ! QをQ+ = fa1; a2; � � �g

とするとき、Q = f0;�a1;�a2; � � �gと表せるから

a1 a2 a3 � � �
	 # # #

0 +a1 �a2 � � �

を構成でき、このとき、f � 	� �'�1 : N! Qは全射となる。（証明終り）

例 2.20 全射 f :N! Rは存在しない。

（証明：Cantorの対角線論法）

' : (0; 1) ! Rを '(x) � tan�(x� 1

2
); ((x 2 (0; 1)) で定めると 'は全単

射となるから、全射 f : N! I � (0; 1)が存在しないことを示せばよい。も

し、全射 f : N ! I があると仮定すると、I = fx1; x2; � � � ; xn; � � �g と書け
る。各 xn 2 I を無限小数に展開して、

x1 = 0:x11x12x13 � � �
x2 = 0:x21x22x23 � � �
x3 = 0:x31x32x33 � � �

...

とする。ただし、有限小数も 9が無限に続く無限小数で表す。このとき y1 =

0:y1y2y3 � � � なる無限小数を 1 � yk � 9; yk 6= xkk; yk 6= yk+1(k 2 N)で定

めると、明らかに y 2 Iであるが、yと xnは小数第 n位が等しくないから、

y 6= xn(n 2 N)となり、これより y =2 Iとなり矛盾。よって f :N! I � (0; 1)

なる全射は存在しない。（証明終り）

定理 2.1 (Cantorの定理) Aを集合とする。このとき、全射 f : A! 2Aは

存在しない。従って、Aから 2Aへの全単射は存在しない。

全射 f : A! 2Aが存在したと仮定すると、X;Y 2 2Aを X = fa 2 Aja =2
f(a)g; Y = fa 2 Aja 2 f(a)g このとき X [ Y = Aかつ X \ Y = � この

とき、ある b 2 Aが存在して、f(b) = X = fa 2 Aja =2 f(a)gとなることは
ありえない。なぜなら、b 2 X = fa 2 ja =2 f(a)g ならば b =2 f(b)、よって

f(b) 6= X b 2 Y = fa 2 ja 2 f(a)g ならば b 2 f(b)、よって f(b) 6= X した

がって f(b) 6= X よって矛盾なので全射は存在しない。（証明終り）

定理 2.2 (系) 全射 f :N! 2Nは存在しない。したがって N から aNへの

全単射は存在しない。
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2.6 演算

集合演算として A [B;A\B;Acなどを勉強したが、このような演算も関

係の例として考えることができる。

□ 集合演算

P (U) =全体集合 U の部分集合全体

P (U)� P (U) = P (U)と P (U)の直積集合

(1) f : P (U)� P (U)! P (U)

f(A;B) = A [ B
(2) f : P (U)� P (U)! P (U)

f(A;B) = A \ B
(3) f : P (U)! P (U)

f(A) = Ac

□ 数の空間N;Z;Q;Rなどにおける四則演算も同様に関係として考えるこ

とができる。

□ 微分、積分などの作用素も関数空間の間の関係である

□ 行列の四則演算、行列式なども関係と考えることができる。

例 2.21 M2(R) = 2� 2の実行列全体

det :M2(R)! R

det

 
a b

c d

!
= ad� bc

例 2.22 P (t) =変数 tの多項式全体
d

dt
: P (t)! P (t)

d

dt
P (t) = P 0(t)
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第3章 命題論理

3.1 命題と命題関数

定義 3.1 真か偽のいずれかである叙述（文章、式など）を命題という。

命題 pが真（偽）であるとき、pは真（偽）な命題である、または、命題 p

が成り立つ（成り立たない）という。

定義 3.2 集合 U を動く変数 xを含む文 p(x)で、xに U の各要素 aを代入す

ると、p(a)の真偽が定まるとき、p(x)を U の上の命題関数という。

p(x)が U の上の命題関数のとき、p(x)が真であるような x全体の集合

Tp = fx j x 2 U; p(x)が真 g

を p(x)の真理集合という。

例 3.1

1. \ 1 + 2 = 5"は偽な命題。

2. \ 東京は日本の首都"は真な命題。

3. \ あなたはどこに行きますか"は命題でない。

4. U = R として \ x2 > 0" は R 上の命題関数で真理集合は fx j x 6= 0g。
5. \ 8x 2 Rに対し、x2 > 0" は偽な命題。

6. \ 9x 2 R s.t. x2 > 0"は真な命題。

3.2
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2.論理和 p _ q ; p+ q

p q p _ q
T T T

T F T

F T T

F F F

（表 2）

3.論理積 p ^ q ; p � q
p q p ^ q
T T T

T F F

F T F

F F F

（表 3）

4.含意 p =) q

p q p =) q

T T T

T F F

F T T

F F T

（表 4）

Remark

これらの定義に現れた（表 1）～（表 4）等を真理表という。

例 3.2 次の各命題の真理表をつくれ。

1. (p ^ q) =)� q

2. (� p _ q) =) p

3. [(p) q) ^ (q ) r)] =) (p) r)
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（解）

1. p q � q p ^ q (p ^ q) =)� q

T T F T F

T F T F T

F T F F T

F F T F T

2. p q (� p _ q) =) p

T T F T T T T T

T F F T F F T T

F T T F T T F F

F F T F T F F F

3. p q r p) q q ) r (p) q) ^ (q ) r) p) r [(p) q) ^ (q ) r)] =) (p) r)

T T T T T T T T

T T F T F F F T

T F T F T F T T

T F F F T F F T

F T T T T T T T

F T F T F F T T

F F T T T T T T

F F F T T T T T

Remark

複合命題の真理値が常に Tであるとき、この複合命題を恒真命題といい、t

で表す。一方、真理値が常に Fである複合命題を矛盾命題といい、fで表す。

例 3.3 (p =) q) ^ (q =) p)の真理表を作れ。

（解） p q (p ) q) ^ (q ) p)

T T T T T T T T T

T F T F F F F T T

F T F T T F T F F

F F F T F T F T F

(p =) q) ^ (q =) p)は p ; q の真偽が一致するとき、そのときに限り真と

なる。

定義 3.3 複合命題 P ; Qにおいて、(P ) Q) ^ (Q) P )が恒真命題になる

とき（P とQの真偽値が一致するとき）P ; Qは同値であるといい、P � Q

とかく。
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定義 3.4 命題 \p ) q"に対し、命題 \q ) p"を逆、 \� p )� q"を裏、

\� q )� p"を対偶という。

例 3.4 (p ) q) � (� q )� p) ; (q ) p) � (� p )� q) ; (p ) q) � (�
p _ q)

(  p q )

inverse

( ~p ~q )

(  q p )

( ~q ~p )

inverse

converse

converse

contrapositive

図 3.1: 逆，裏，対偶

例 3.5 p(x) ; q(x) : U 上の命題関数

Tp ; Tq : p(x) ; q(x)の真理集合

このとき、T�p = T cp ; Tp_q = Tp[Tq ; Tp^q = Tp\Tq ; Tp)q = T cp [Tq

例 3.6 U = Rとして、次の命題関数の真理集合を求めよ。

1. P (x) : \x > 0 _ x2 < 3"

2. Q(x) : \x2 + x� 6 = 0 ^ x < 0"

3. R(x) : \x > 0) x2 < 3"

（解）

1. TP = fx j x > 0 _ �
p
3 < x <

p
3g = fx j �

p
3 < xg

2. TQ = fx j (x = �3 _ x = 2) ^ x < 0g = f�3g
3. TR = fx j (x > 0 ^ (�

p
3 < x <

p
3)) _ x � 0g = fx j x <

p
3g

3.3 命題代数

命題 3.1 論理演算は次の性質をみたす。

1. p _ q � q _ p ; p ^ q � q ^ p （交換律）
2. (p _ q) _ r � p _ (q _ r) ; (p ^ q) ^ r � p ^ (q ^ r) （結合律）
3. p^ (q _ r) � (p^ q)_ (p^ r) ; p_ (q ^ r) � (p_ q)^ (p_ r) （分配律）
4. p _ f � p ; p ^ t � p ; p _ t � t ; p ^ f � f （同一律）
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5. p_ � p � t ; p^ � p � f ; � t � f ; � f � t （補元律）

6. p _ p � p ; p ^ p � p （巾等律）

7. �� p � p （対合律）

8. � (p _ q) �� p^ � q ; � (p ^ q) �� p_ � q （ド � モルガン則）
9. (p _ q) ^ p � p ; (p ^ q) _ p � p （吸収律）

例 3.7 次の同値性を真理表による方法と、代数計算による方法の二通りで示

せ。

� (p _ q) _ (� p ^ q) �� p

（解）

1.真理表

p q � p � (p _ q) _ (� p ^ q)

T T F F T T T F F F T

T F F F T T F F F F F

F T T F F T T T T T T

F F T T F F F T T F F

2.代数計算

� (p _ q) _ (� p ^ q)
� (� p^ � q) _ (� p ^ q) ド・モルガン

� � p ^ (� q _ q) 分配律

� � p ^ t 補元律

� � p 同一律

問 3.1 pを \暑い”qを \雨が降っている”として次の文章を書け。

1. � p

2. p ^ q
3. p _ q
4. p =) q

5. �� q

問 3.2 次の各命題の真理表を作れ。

1. p_ � q

2. � p ^ q
3. p _ (p =) q)

4. (p =) q) =) r

5. (� p ^ q)_ � r
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問 3.3 \^"と \�"を用いて、次の命題を書き換えよ。

1. p _ q
2. p =) q

3. p =)� q

4. (p =) q) _ p
5. � p _ (q_ � p)

問 3.4 次の同値性を真理表による方法と、代数計算による方法の二通りで

に

1. (p̂ q )_ � p p _ q
2. p _ (� p_ q) p ^ q

3. (p̂ q ) ) p (p) p)_ (q ) p q

4. p q ( q ) p) (p _ �p q )� q

問 5(q)Tj

/T198 1 Tf19106.0001 0 TD

(\)Tj

/G2 1 Tf

9.586 0 0 9.586 169.496.8.52 Tm150.122 Tc

[6da[<097b6a>>-41<730<0274>-327be0df1>>-41<7077>-213439b>-21<039

--52<a17b>]TJ127084599 0 TD

945122 Tc

[<037763526036f>0584<02050a6f>0584<020b3091>-526ee9b>-21<0b71>-8495c9b>-21<82776352<03917352<027b>]TJ

/G1 1 Tf
14.959 -2.357690 TD

0 Tc

<0ef0>Tj

/T95 1 Tf

0.1 0 0 -0.1 175.474.2.92 Tm

(6.4)Tj

/G2 1 Tf

9.586 0 0 9.586 194.474.2.92 Tm150.122 Tc

[<08cd021<0377>-21e0ccb>10<4a0614450acd021<0377>-21<0a050f694207f9>>-41<0b71>-326027d021<8a91>-11<0171>-32<027>-41<687d021<6889>52<607b>]TJ

/T90 1 Tf

0.1 0 0 -0.379.2.474.2.92 Tm1
0 Tc
U30=



3.5. 必要条件と十分条件 29

例 3.11 次の各命題の否定を \でない"の語を用いないで述べよ。

1.すべての実数 xについて、x2 < 1である。

2. x2 � 0であるような実数 xが存在する。

3. a � 4ならば、x2 + 4x+ a = 0をみたす実数 xが存在する。

（解）

1. p(x) := \x2 < 1"とすると、8x ; p(x)の否定より
� (8x ; p(x)) � 9x ; � p(x) � p(x) = \x2 � 1"

よって、 \x2 � 1である実数 xが存在する”

2. p(x) := \x2 � 0"とすると、9x ; p(x)の否定より
� (9x ; p(x)) � 8x ; � p(x) � p(x) = \x2 > 0"

よって、 \すべての実数 xについて、x2 > 0である”

3. p(a) := \a � 4" ; q(a) := \9x ; x2 + 4x + a = 0" とすると、

8a ; (p(a)) q(a))の否定より、

� [8a ; (p(a)) q(a))] � 9a ; � (p(a)) q(a)) � 9a ; p(a)^ � q(a)

よって、 \a � 4であって、かつすべての実数 xに対し、x2+4x+ a 6= 0

であるような aが存在する”

3.5 必要条件と十分条件

定義 3.6 p(x) ; q(x) : 集合 U 上の命題関数（U 上の条件）

命題 \8x ; (p(x) ) q(x))"が真であるとき、q(x) を p(x) であるための

必要条件、p(x)を q(x)であるための十分条件という。

q(x)が p(x)であるための必要条件でも十分条件でもあるとき、q(x)を p(x)

であるための必要十分条件という。

このとき、p(x)と q(x)は 同値な条件であるともいわれ、 \8x ; (p(x) )
q(x)) ^ (q(x) ) p(x))"を \8x ; (p(x) , q(x))"または \(p(x) , q(x))"と

かく。

例 3.12 U = Rのとき、

1. x < 1は x2 < 1であるための必要条件であるが十分条件でない。

2. �1

2
< x <

1

2
は x2 < 1であるための十分条件であるが必要条件でない。

3. x3 + 1 > 0 ^ x3 � 1 < 0は x2 < 1であるための必要十分条件である。

例 3.13 Tp ; Tqを命題関数 p(x) ; q(x)の真理集合とする。

1. 8x ; (p(x)) q(x)) � Tp � Tq

2. 8x ; (p(x), q(x)) � Tp = Tq

例 3.14 x ; aを実数とする。
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[8x ; (x > a) x2 > a2)]が成り立つための、aに関する必要十分条件（aの

範囲）を求めよ。

（解） F (a) := [8x ; (x > a) x2 > a2)] ; G(a) := (a � 0)とおく。

8a ; (G(a)) F (a))が成り立つことは明らか。

� G(a) : (a < 0) ; � F (a) : [9x ; (x > a ^ x2 � a2)]であり、

8a ; (� G(a))� F (a))が成り立つことは、x = 0ととればわかる。対偶を

とることによって、

8a ; (F (a)) G(a))が成り立つ。

以上より G(a)は F (a)であるための必要十分条件である。

3.6 数学的帰納法

P (n) : N上の命題関数

命題「8n 2 N ; P (n)」が真なことを証明する一方法として、数学的帰納法

がある。それは次の二段階よりなる。

第 I段階「P (1)が真」なことを証明する。

第 II段階「8k 2 Nに対し、P (1) ; P (2) ; � � � ; P (k)がすべて真と仮定すると、

P (k + 1)が真」なことを証明する。

以上のとき、「8n 2 N ; P (n)」は真となる。

それは、 Iより P (1)は真 � � � (I)
IIで k = 1として、(I)を用いると、P (2)が真 � � � (II)1
IIで k = 2として、(I) ; (II)1を用いると、P (3)が真 � � � (II)2
IIで k = 3として、(I) ; (II)1 ; (II)2を用いると、P (4)が真 � � � (II)3

以下同様に進めばよい。

例 3.15

1. P (n) : 1 + 2 + � � �+ n =
n(n+ 1)

2

2. P (n) : 12 + 22 + � � �+ n2 =
1

6
n(n+ 1)(2n+ 1)

[証]
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= P (k + 1)の右辺

よって、P (k + 1)は真。

2.各自試せ。

問 3.7 次の事柄を示せ。

1. 8x ; p(x) � T cp = ;
2. 9x ; p(x) � Tp 6= ;
3. 8x ; � p(x) � Tp = ;
4. 9x ; � p(x) � T cp 6= ;
5. � (8x ; p(x)) � T cp 6= ;
6. � (9x ; p(x)) � Tp = ;

問 3.8 次の事柄を示せ。ただし、p(x ; y)は x ; yに関する命題関数とする。

1. � [8x ; (9y ; p(x ; y))] � 9x ; (8y ; � p(x ; y))

2. � [9x ; (8y ; p(x ; y))] � 8x ; (9y ; � p(x ; y))

問 3.9 次の否定命題を \でない”の語を用いないで述べよ。

1. � [8x ; (9y ; (x > y) _ (x < �y))]
2. � [(8c > 0 ; c 2 R) ; (9n 2 N ; c > '(n))]

問 3.10 次の命題を �を用いないで記せ。
� [8� > 0 ; f9m 2 N ; (8n 2 N ; ((n > m))j an � � j< �))g]

問 3.11 U = Rとする。

p(x) := \x2 < 1" のとき、次の各 q(x)は p(x)であるための何条件か。

1. q(x) := \x < 2"

2. q(x) := \x < 0"

3. q(x) := \x < 0 ^ x � �1

2
"

4. q(x) := \(�1 < x < 1) _ (2x2 � 1 = 0)"

問 3.12

1. 1+ 3+ 5+ � � �+ (2n� 1) = n2（n : 自然数）が成り立つことを数学的

帰納法で示せ。

2.命題 P (n)に関し、

(a) P (1) ; P (2)は真

(b) k(� 1)を任意の自然数として、P (k) ; P (k + 1) ; P (k + 2)が真のと

き、P (k + 3)が真

(a),(b)が証明されたとき、「8n 2 N ; P (n)」は真といえるか。
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問 3.13 t = x+
1

x
とする。N 3 nに対し、

P (x) : xn +
1

xn
は tの n次式で表される とするとき、

「8n 2 N ; ;P (n)」は真であることを示せ。
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第4章 順序と束

4.1 順序と全順序

定義 4.1 集合 S 上の関係 Rが

1.反射律 S 3 8aに対し aRa

2.反対称律 aRb ^ bRa) a = b

3.推移律 aRb ^ bRc) aRc

をみたすとき、Rを順序関係、Sを順序集合という。

例 4.1

1. S =集合 U の部分集合の族 3 A ; B

ARB := A � B（包含関係）, Sは順序集合

2. S = N 3 a ; b

aRb := a j b = bは aの倍数（整除関係）, Sは順序集合

3. S = N 3 a ; b

aRb := a � b, Sは順序集合

定義 4.2 順序関係を �とかき、a � bのとき \aは bの前にある"とか \bは

aの後ろにある"等という。また、a � bかつ a 6= bのとき、a � bとかく。

a � bまたは b � aが成り立つとき、aと bは比較可能という。

定義 4.3 順序集合 Sにおいて、S 3 8a ; 8bに対し、
a � bまたは b � aが成り立つとき、Sは全順序集合という。

例 4.2

1. S = Nにおいて、aRb := a � bは全順序

2. S = f2 ; 8 ; 32 ; 4g ; aRb := a j bは全順序
3. S ; T : 全順序集合

S � T 3 (a ; b) ; (a0 ; b0)に対し、

(a ; b) � (a0 ; b0) := a � a0 または a = a0 ^ b � b0 と定めると、�は
S � T の全順序となる。この順序を辞書式順序という。
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4.2 ハッセの図式

定義 4.4 S : 順序集合

a � bであって、a � x � bとなる xが存在しないとき、a� bとかき、aは

bの直前にある、または bは aの直後にあるという。

定義 4.5 S : 有限順序集合

Sの要素を頂点とし、a� bのとき、bを aより上にかいて a ; bを線で結ぶ

（あるいは、a� bのとき、aから bに向かう有向線分をかく）。

このような点と線からできる図形をハッセの図式という。

例 4.3

1. A = f1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 6 ; 9 ; 12g上の整除順序によるハッセ図式

1

3

9

6

12

4

2

2. U = fa ; b ; cgの巾集合 B = P (U)上の包含関係によるハッセ図式

{a,b,c}

{b,c}{a,b} {a,c}

{c}{b}{a}

0

3. C = f1 ; 2 ; 3 ; 4g上の普通の順序 �によるハッセ図式

1

3

4

2

全順序のハッセ図式は垂直線上に点が並ぶ。
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4. D = fa ; b ; c ; d ; egにつき、次のハッセ図式は D 上の順序を定義す

る。

a � a ; a � b ; a � d ; a � c ; b � b ; b � d ; c � c ; c � d ; e �
e ; e � c ; e � d

a

b

d

c

e

4.3 極大元と極小元

定義 4.6 S : 順序集合

S 3 aが Sの極大（小）元とは、aの後（前）に要素が存在しないこと、

i.e. a � x (x � a)) x = a

が成り立つことである。

例 4.4 Example ?? での極大元、極小元

1. max.ele.= 9 or 12 min.ele.= 1

2. max.ele.= fa ; b ; cg min.ele.= ;
3. max.ele.= 4 min.ele.= 1

4. max.ele.= d min.ele.= a or e

例 4.5 N上の普通の順序では、max.ele.=なし min.ele.= 1

4.4 上限と下限

定義 4.7 S : 順序集合 ; A : Sの部分集合

S 3 aが Aの上界（下界）とは、

A 3 8xに対し、x � a (a � x)

が成り立つことをいう。

Aのある上界（下界）が Aのすべての上界（下界）の前（後）にあるとき、

それを Aの上限（下限）といい、supA (inf A)とかく。

例 4.6 Example ??での、inf と sup
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1. inf A = 1 ; supA =なし

2. inf B = ; ; supB = fa ; b ; cg
3. inf C = 1 ; supC = 4

4. inf D =なし ; supD = d

例 4.7 S = Nを整除順序による順序集合とする。N 3 a ; bに対し、

G:C:M:(a ; b) = a ; bの最大公約数

L:C:M:(a ; b) = a ; bの最小公約数

このとき、inffa ; bg = G:C:M:(a ; b) ; supfa ; bg = L:C:M:(a ; b)で

ある。

4.5 束

定義 4.8 L : 交わり^, 結び_の演算で閉じている空でない集合 Lが次の公

理を満たすとき、束という。

（L1）交換律 a ^ b = b ^ a a _ b = b _ a
（L2）結合律 (a ^ b) ^ c = a ^ (b ^ c) (a _ b) _ c = a _ (b _ c)
（L3）吸収律 a ^ (a _ b) = a a _ (a ^ b) = a

束における命題の双対とは、その命題に含まれる ^と _を入れ換えてでき
る命題である。

命題 4.1 (双対原理) 束において、ある命題が真のとき、その双対も真で

ある。

例 4.8 (a ^ b) _ a = a ^ (b _ a)の双対は、(a _ b) ^ a = a _ (b ^ a)

例 4.9 束においては、a ^ a = a ; a _ a = a（巾等律）が成り立つ。

（解） a ^ a
= a ^ (a _ (a ^ b)) （L3）

= a （L3）で bの代わりに a ^ bとおく
後の方は、上の双対をとればよい。

例 4.10 Lを束とする。

a � b := a ^ b = a (, a _ b = b)

このとき、�は L 上の順序である。また、L 3 8a ; 8bに対し、a ^ b =

inffa ; bg ; a _ b = supfa ; bgである。

（解）�が反射律、反対称律をみたすことは明らか。
推移律については、

a � b ; b � cとする。i.e. a ^ b = a ; b ^ c = b
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このとき、a ^ c = (a ^ b) ^ c = a ^ (b ^ c) = a ^ b = aより a � c

よって、�は L上の順序

(a^ b)^ a = a^ (b^ a) = a^ (a^ b) = (a^ a)^ b Exp.??= a^ bより a^ b � a

(a ^ b) ^ b = a ^ (b ^ b) Exp.??= a ^ bより a ^ b � b

故に、a ^ bは fa ; bgの下界。
cを fa ; bgの任意の下界 i.e. c � a ; c � b i.e. c ^ a = c ; c ^ b = cとす

る。

c ^ (a ^ b) = (c ^ a) ^ b = c ^ b = cより c � a ^ b
よって a ^ b = inffa ; bg : a _ b = supfa ; bgも同様

Remark

この順序を束から誘導される順序という。

逆に、

例 4.11 P : 順序集合

P 3 8a ; 8bに対し、inffa ; bg ; supfa ; bgが存在するとする。
このとき、a ^ b := inffa ; bg ; a _ b := supfa ; bgで ^ ; _を定めると、
P は束になり、誘導される順序はもとの順序と一致する。

例 4.12 L : 線形順序集合

L 3 8a ; 8bに対し、a � bならば、inffa ; bg = a ; supfa ; bg = bであり、

b � aならば、inffa ; bg = b ; supfa ; bg = a

よって、Lは束である。

例 4.13 次のハッセ図式のうち、束になるのはどれか。

a

b

d

c

e

a

dc

e

b

d

c

a
a

b dc

e

b

(1) (2) (3) (4)

（解）順序集合が束になるための必要十分条件は、8x ; 8yに対し inffx ; yg ; supfx ; yg
が存在することである。

(3)のみが束でない。ここでは、inffa ; bgが存在しない。

問 4.1 次の集合は、整除順序で線形順序集合になるか。

1. f24 ; 2 ; 6g
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2. f3 ; 15 ; 5g
3. f15 ; 5 ; 30g
4. f2 ; 8 ; 32 ; 4g
5. f1 ; 2 ; 3 ; � � �g
6. f7g

問 4.2 次の集合上の整除順序によるハッセ図式をかけ。

1. A = f1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 6 ; 8 ; 9 ; 12 ; 16g
2. B = f1 ; 2 ; 3 ; � � � ; 11 ; 12 ; 13g

問 4.3 V = f1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5 ; 6gに次のハッセ図式で順序をつける。

1. V の極大元、極小元を求めよ。

2. 3個以上の要素からなる線形順序の部分集合をすべて求めよ。

1

3

6

4

2

5

問 4.4 A = N� f1g = f2 ; 3 ; 4 ; � � �gに整除順序を付す。
このとき、極大元、極小元を求めよ。

問 4.5 M = f2 ; 3 ; 4 ; � � �gとする。M �M 上の関係 �を次のように定め
る。

(a ; b) � (c ; d) :=

(
a � b

b j d
1. �はM �M 上の順序関係であることを示せ。

2. M �M の極大元、極小元を求めよ。

問 4.6 W = f1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5 ; 6 ; 7 ; 8 ; 9gに次のハッセ図式で順序をつ
ける。

1. A = f2 ; 3 ; 5gにつき、
(a) Aの上界、下界を求めよ。

(b) supA ; inf Aを求めよ。

2. B = f3 ; 6 ; 8gにつき、
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(a) Bの上界、下界を求めよ。

(b) supB ; inf Bを求めよ

3. C = f2 ; 5 ; 7 ; 8gにつき、
(a) C の上界、下界を求めよ。

(b) supC ; inf Cを求めよ

1

3

6

4

2
5

7

8

9

問 4.7 S = fa ; b ; c ; d ; e ; fgは順序集合であり、e � f ; a �
d ; c� e ; d� e ; a� c ; e� bが成り立っている。このとき、

1. Sの極大元、極小元を求めよ。

2.比較不可能な要素の対をすべて求めよ。

例 4.14 次のハッセ図式のうち、束になるものはどれか。

a

e

d

c

g

a

d

c

e
b

d

c

aa b

d c

e

b

(i) (ii) (iii) (iv)

b

f g

h

f

例 4.15 mを正の整数とし、Dmを整除による順序のもとでのmの正の約数

全体とする。

例えば、D12 = f1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 6 ; 12g

1.(a) D12

(b) D30

(c) D36

のそれぞれのハッセ図式をかけ。

2.これらはすべて束であることを示せ。

例 4.16 Lが束のとき、

a _ (b ^ c) � (a _ b) ^ (a _ c)
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が成り立つことを示せ。

また、この命題の双対を記せ。
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第5章 グラフ

5.1 無向グラフ

定義 5.1 無向グラフとは、次の二つの集合 V と Eの対のことである。

要素が 頂点と呼ばれる空でない集合 V、辺と呼ばれる異なる 2頂点の非順

序対の集合 E

このとき、このグラフを G(V ; E)とかく。

辺 e = fu ; vgが存在するとき、頂点 u ; vは隣接するといい、u ; vを eの

端点という。

例 5.1

1. V = fv1 ; v2g ; E = ;

vv1 2

図 5.1:

2. V = fv1 ; v2 ; v3 ; v4g ; E = f(v1 ; v2) ; (v2 ; v3) ; (v3 ; v4)g

v

v

v

v1

2

3

4

図 5.2:

3. V = fv1 ; v2 ; v3g ; E = fe1 = (v1 ; v2) ; e2 = (v1 ; v2) ; e3 =

(v2 ; v3) ; e4 = (v3 ; v3)g
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e

v
v

v1

2

3

4

e3

e1

e2

図 5.3:

Remark

3はグラフでないが、特に多重グラフと呼ぶ。

e1 ; e2は多重辺といい、e4はループ という。

定義 5.2 有限個の頂点と、有限個の辺をもつ（多重）グラフを有限という。

5.2 次数

定義 5.3 頂点 vが辺 eの端点であるとき、eは vに接続するという。頂点 v

に接続する辺の数を vの次数といい、d(v)で表す。d(v)が偶数、奇数に応

じて、vを点、奇点と呼ぶ。

命題 5.1 次数の総和 = 2� 辺の数

Remark

ループは端点の次数を 2として数えることにする。このとき、Proposition ??

は多重グラフでも成立する。

例 5.2 次の（多重）グラフの頂点の次数を（ ）内に記入し、偶点、奇点を

求めよ。

v

v

v

v1

2

5

4

(2)

v3

(2)
(3)

(0)

(1)

図 5.4: 奇点… v3; v4，偶点…

v1; v2; v5

a

b c

(7)

(2) (1)

図 5.5: 奇点… a; c，偶点… b
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5.3 連結性

定義 5.4 （多重）グラフ G(V ; E)の頂点の列 (v0 ; v1 ; � � � ; vm)におい

て、(v0 ; v1) 2 E ; (v1 ; v2) 2 E ; � � � ; (vm�1 ; vm) 2 Eが成り立つとき、

(v0 ; v1 ; � � � ; vm)を v0から vm への長さ mの経路という。v0 = vmのと

き、閉じた経路といい、各辺がすべてことなる閉じた経路を回路という。ま

た、v0 = vm を除いたすべての頂点が異なる長さ kの回路を k-サイクルと

いう。

例 5.3

c

db

a e

f

図 5.6:

(b ; a ; c ; d ; a ; c ; e)は bから eへの長さ 6の経路

(b ; a ; c ; d ; a ; c ; e ; f ; d ; b)は辺 (a ; c)を 2回使っているので回路で

はない。

(b ; a ; c ; d ; e ; f ; d ; b)は回路だが、dが 2回使われているのでサイクル

ではない。

(b ; a ; c ; d ; b)は 4-サイクルである。

定義 5.5 （多重）グラフの任意の 2点が経路で結ばれるとき、この（多重）

グラフは連結であるという。連結でないとき、非連結という。

グラフ G(V ; E)の連結な部分グラフHは、Hを含むG(V ; E)の連結部分

グラフが H 自身しか存在しないとき、連結成分といわれる。

例 5.4

1.連結

図 5.7:

2.非連結（連結成分は 3個）
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図 5.8:

5.4 隣接行列

V = fv1 ; v2 ; � � � ; vmg ; E = fe1 ; e2 ; � � � ; eng とする。

定義 5.6 グラフ G(V ; E)に対し、

m�m行列 A = [aij] が

aij =

(
1 (vi ; vj) 2 E

0 その他

として表されるとき、Aを G(V ; E)の隣接行列という。

例 5.5 V = fv1 ; v2 ; v3 ; v4 ; v5g ; E = fe1 ; e2 ; e3 ; e4 ; e5 ; e6 ; e7g

e

vv

v1

2 3

6

e3e1

e2

v5

v4
e4

e7

図 5.9:

に対し、

v1 v2 v3 v4 v5

A =

v1

v2

v3

v4

v5

0
BBBBBB@

0 1 0 1 1

1 0 1 1 0

0 1 0 1 1

1 1 1 0 0

1 0 1 0 0

1
CCCCCCA
隣接行列

例 5.6

A =

0
BBBB@

0 1 0 1

1 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0

1
CCCCA に対し、
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v

v

v

v1

2

4

3

図 5.10:

Remark

多重グラフの隣接行列では、aij には vi と vj を結ぶ辺の数を記入する。

A2 = [bij ]の bij は viと vj を結ぶ長さ 2の経路の数を表している。

5.5 ラベル付きグラフ

定義 5.7 グラフ G(V ; E)の辺あるいは頂点、またはその両方にデータが割

り当てられているときラベル付きグラフという。特に、各辺 eに非負数 l(e)

が割り当てられているとき、l(e)を辺 eの重みという。

ラベルつきグラフでは、与えられた 2頂点間の最短道や最長道をみつける問

題は重要である。
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5.6 ひと筆書きとオイラー・グラフ

例 5.7 川にかけられた七つの橋 Aから Gをすべて一度づつ渡るコースを作

れ。（ケーニッヒスベルグの橋渡り）

������������
�������������
���

A C

B D
F

E

G

���
��
��
�
�

図 5.11: ケーニッヒスベルグの橋渡り

（解）存在しない

定義 5.8 （多重）グラフにおいて、すべての辺をちょうど一回だけ通る経路

（回路）をオイラー経路（回路）という。オイラー回路をもつ（多重）グラフ

をオイラー・グラフという。さらに、すべての頂点を含むオイラー経路が存

在する（多重）グラフをひと筆書き可能という。

定理 5.1 有限連結（多重）グラフが、オイラー・グラフであるための必要十

分条件は、すべての頂点が偶点なことである。

[証明]

（必要なこと）オイラー回路が頂点を一度通過するごとに次数は 2増す。

（十分なこと）略（面倒 ！）

系 5.1 2個の奇点を持つ有限連結（多重）グラフは、ひと筆書き可能で、そ

のオイラー経路は一方の奇点からはじまり、他の奇点で終る。

例 5.8 次のグラフはひと筆書き可能か。
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(1) (2) (3) (4)

図 5.12:

（解） (1),(2)は奇点が 4個だから不可能、(3),(4)は奇点が 2個だから可能。

5.7 平面グラフ

5.7.1 オイラーの公式

定義 5.9 辺が交差しないように平面上にかくことができる（多重）グラフを

平面的という。

例 5.9 1. 左図は右図のようにかけるので平面的である。

図 5.13: �¢ ��	O �£�¬ �å�Ñ�t�S�M�o�z�M�X�m�T�w�%�p�������h ���v���h�x �Á�v�w���¬�p�z���w�%�t���l�o�à
~�����o�M�s�M���w�� �Ø�q�M �O�{
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例 5.10 頂点、辺、面の数

図 5.17: V = 9; E =

13; R = 6

図 5.18: V = 12; E =

16; R = 6

図 5.19: V = 8; E =

8; R = 3

定理 5.2 (Eulerの公式) 連結な平面グラフにおいて、V �E +R = 2

[証] 辺の数に関する数学的帰納法による。

P (n) : 辺の数が nの連結平面グラフでは、V � E + R = 2

n = 0 ; 1 ; 2 ; � � �に対し、P (n)が真なことを示す。

(I) P (0)について、

辺の数が 0の連結平面グラフは 1点のみ、V = 1 ; E = 0 ; R = 1よ

り P (0)は真

(II) kを 0以上の任意の整数とし、P (0) ; � � � ; P (k)は真とする。

Gを辺の数 k + 1の連結平面グラフとし、Gから 1辺
_

PQを除いたグ

ラフを G0とする。

1. G0が連結なとき、

V = V 0 ; E = E0 + 1 ; R = R0 + 1 ; V 0 � E0 + R0 = 2 より

V �E +R = 2

2. G0が非連結なとき、P ; QをふくむG0 の連結成分を G01 ; G
0

2と

する。

V = V 0 ; E = E0 + 1 ; R = R0 ; V 0 = V 01 + V 02 ; E0 =

E01 +E02 ; R
0 = R01 + R02 � 1

V 01 �E01 +R01 = 2 ; V 02 � E02 + R02 = 2

ゆえに、V � E + R = 2

定理 5.3 正多面体は正 4 ; 6 ; 8 ; 12 ; 20面体の 5種類に限る。

[証]

正多面体をふくらまして球面とし、一面の重心が北極点になるようにし

て、南極点に接する平面上に立体射影すると、平面グラフが得られる。

各頂点の次数を d、各面が正 n角形とすると、d � 3 ; n � 3で、

dV = nR = 2E。これをオイラーの公式に代入して、
2

d
+

2

n
= 1+

2

E
> 1



5.8. 彩色グラフ 49

（イ）d < nのとき、
1

d
>

1

n
より 1 <

2

d
+

2

n
<

4

d
3 � d < 4 より d = 3

2

3
+

2

n
> 1 より 3 = d < n < 6 ゆえに n = 4 ; 5

（ロ）d = n のとき、

1 <
2

d
+

2

n
=

4

d
より d = n = 3

（ハ）d > nのとき、

（イ）と同様に n = 3 ; d = 4 ; 5

以上より、
d n V E R

（I） 3 3 4 6 4

（II） 3 4 8 12 6

（ III） 4 3 6 12 8

（IV） 3 5 20 30 12

（V） 5 3 12 30 20

（II）と（III）、および（IV）と（V）は互いに dと n、V と Rが入れ替わ

り、Eは等しい。

これは、正 6 ; 8面体、および正 12 ; 20面体が互いに他の双対であること

を示す。

（ I）は、正 4面体が 自己双対なことを示す。

5.8 彩色グラフ

定義 5.11 グラフ Gの頂点彩色とは、隣接した頂点がことなる色を持つよ

うに Gの頂点を塗り分けることである。

n色が使われる Gの彩色が存在するとき、Gは n-彩色可能であるという。

Gを彩色するのに必要な色の最小数を、Gの染色数といい、�(G)とかく。

例 5.11 (Welch-Powellのアルゴリズム) 次のグラフを彩色し、その染色数

を求めよ。

A4

A3A1

A2

A5

A7 A8

A6

図 5.20:
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1.頂点を次数の減る順に並べる。

A5 ; A3 ; A7 ; A1 ; A2 ; A4 ; A6 ; A8

2. 赤 � � � A5（隣接しない）A1

黄 � � � A3 ; A4 ; A8

青 � � � A7 ; A2 ; A6

よって、3-彩色可能。

一方、A1 ; A2 ; A3は異なる色だから、2-彩色可能でない。

ゆえに、�(G) = 3

5.9 4色問題

定義 5.12 有限平面（多重）グラフ（地図ともいう）M の 2つの領域が共通

な辺をもつとき、それらは隣接しているという。

地図M の彩色とは、隣接している領域が異なる色になるように塗り分ける

ことである。n色を用いた彩色が存在するとき、n-彩色可能であるという。

r 4

r3

r 1

r 2

r 5
r6
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r 4

r3

r1

r 2

図 5.23: 4色必要

図 5.24:

定義 5.13 地図M の各領域内に、1点をとり、2つの領域が共通の辺をもつ

とき、その共通辺と交わる曲線で対応する点を結ぶ。こうして出来るグラフ

M�をM の双対という。

例 5.13
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第6章 木、ラベル付きグラフ、最
短経路

6.1 木

定義 6.1 回路をもたない連結グラフを木という。

図 6.1:

命題 6.1 Gを n(> 1)個の頂点をもつ有限グラフ。

次の (1)、(2)、(3)は同値

(1) Gは木

(2) Gは回路をもたず、n� 1本の道

(3) Gは連結であり、n� 1本の道

定義 6.2 G � T が生成木であるとは、T が木で、Gのすべての頂点を含む

もの

例 6.1 グラフ G に対し T1; T2; T3 はどれも生成木

図 6.2: グラフ G
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T1

T2

T3

図 6.3: グラフ G の生成木

6.2 ラベル付きグラフ

定義 6.3 有向あるいは無向グラフで、各頂点（あるいは各道）にラベル（重

み）が付けられたものをラベル付きグラフという。

3

2

3

4
44

5

2 2

4

4

3

2
2

4

3

図 6.4:

定義 6.4 最小（大）生成木とは、Gの生成木の T の中でラベルの和が最小

（大）となるもの

3

2

4

5

2

4

3

2
2

図 6.5:

定理 6.1 (Kruskalのアルゴリズム) 次の操作により最小生成木が求まる。

(1) T = �からスタートし、T に Gの辺を加えていく。

(2) E � T のなかで辺 eを選ぶ。ただし

T [ feg

が連結となり、回路が生じないもののなかで、重みが最小の eを捜す。
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(3) T を T [ fegとしくり返す

例 6.2 Kruskalのアルゴリズム

2

1

2 34

5

6

7

8 1

3

4

5

6

7

8

9

5

6

図 6.6:

6.3 最短道問題

定義 6.5 辺に正の実数の重みが付けられた有向あるいは無向グラフを考え

る。ある頂点 sから他の頂点 tへの経路のうち、辺の重みの和の最小のもの

を最短道という。重みの和を最短距離という。

定理 6.2 (Pruningのアルゴリズム (Dijksfra?))

例 6.3 ラベルつき有向グラフ Dが回路を含まないとする。

u

x

y

z

r

s

t

2

6

4

3

3

4

2

1

5

2

w
3

3

3

図 6.7:

uから wへの最短道 P (D)を求める Pruningアルゴリズム

始点 uから頂点 vへの考察段階における最短の長さを l(v)、長さ l(v)の経路

を p(v)とする。

l(u) = 0 ; p(u) = uとして始める。

uについて、l(x) = 4 ; p(x) = ux ; l(y) = 6 ; p(y) = uy ; l(z) = 2 ; p(z) =

uz p(x) ; p(z)は確定
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xについて、l(r) = l(x) + 4 = 4 + 4 = 8 ; p(r) = p(x)r = uxr p(r)は確定

l(x) + 3 = 4 + 3 = 7 > l(y) = 6だから、l(y) = 6 ; p(y) = uyともと

のまま。

zについて、l(t) = l(z) + 5 = 2 + 5 = 7 ; p(t) = p(z)t = uzt

l(z)+3 = 2+3 = 5 < l(y) = 6だから、l(y) = 5 ; p(y) = p(z)y = uzy

に変更する。

このとき、l(y) = 5 ; p(y) = uzyと p(y)が確定

yについて、l(s) = l(y) + 2 = 5 + 2 = 7 ; p(s) = p(y)s = uzys

l(y)+1 = 5+1 = 6 < l(t) = 7だから、l(t) = 6 ; p(t) = p(y)t = uzyt

に変更する。

このとき、l(t) = 6 ; p(t) = uzytと p(t)が確定

rについて、l(w) = l(r) + 3 = 8 + 3 = 11 ; p(w) = p(r)w = uxrw

l(r) + 2 = 8+ 2 = 10 > l(s) = 7だから、l(s) = 7 ; p(s) = uzysとも

とのまま。

このとき、l(s) = 7 ; p(s) = uzysと p(s)が確定

sについて、l(s) + 3 = 7 + 3 = 10 < l(w) = 11だから、l(w) = 10 ; p(w) =

p(s)w = uzyswに変更する。

tについて、l(t) + 3 = 6 + 3 = 9 < l(w) = 10だから、l(w) = 9 ; p(w) = p(t)w =

uzytwに変更する。

このとき、l(w) = 9 ; p(w) = uzytwと p(w)が確定

以上より、p(w) = uzytwが最短道で、長さ l(w) = 9である。

u

zx y

r sy t t y

s t s w w w w s t

w w w w w

図 6.8:


