
ON UNIFORM CONTINUITY OF FUNCTIONS

KEISUKE IKEDA（首都大学東京，大学院生，澤野研）

We introduce expansions that are generated from factorials by using the lemma below. For

all k ∈ N,
∞∑

n=2

n− 1

n!
=

1

(k − 1)!
.

The sum converges since (n+ 2)! ≥ 2n for all n ∈ N ∪ {0}.

For all a ∈ [0, 1], there exists a sequence {an}n≥2 of non-negative integers such that an ≤
n− 1, and that

a =
∞∑

n=2

an
n!

.

To begin with, we give two kinds of rules below.

Let a ∈ [0, 1]. Suppose that a has an expression:

0 ≤ an ≤ n− 1 (n = 2, 3, . . .), a =

∞∑
n=2

an
n!

.

Define the sequence {a∗n}∞n=1 in the following manner:

Rule 1 If there is not any number n such that 1 ≤ an ≤ n− 2, that is, if an = 0 or an = n− 1

define a∗n =
1

n− 1
an. (a

∗ assumes only the value 0 or 1.)

Rule 2 If there is a number n such that 1 ≤ an ≤ n − 2. Define n0 as the minimum of such

numbers. When n < n0, define a∗n =
1

n− 1
an. When n = n0, define a∗n0

= 1. When

n > n0, define a∗n = 0. (Again a∗n =
1

n− 1
an ∈ {0, 1})

For a∗2, a
∗
3, . . . which is determined in this way, define a∗ as

a∗ =
a∗2
22

+
a∗3
23

+ · · ·+ a∗n
2n

+ · · · =
∞∑

n=2

a∗n
2n

.

Define f(a) = a∗, a ∈ [0, 1]. Then f is an increasing function.

Here, we attempt to approximate these Cantor functions.

A piecewise linear function f on [0, 1] is a continuous function, if there exists a partition
{tj}Nj=0 of [0, 1] such that f is affine on each [tj−1, tj ]. In this case, (tj , f(tj)), 0 ≤ j ≤ N is
called a vertex.

Let L be a natural number. The approximate function of t 7→ t∗ of order L is a piecewise
linear function whose vertices are the points of the form (t, t∗), where 0 ≤ t ≤ 1 and L!t is an
integer.

Here, we explain the method of drawing the approximate function of the fifth order.
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2 KEISUKE IKEDA（首都大学東京，大学院生，澤野研）

(1) Calculate a2, a3, a4, a5 in the expansion of t =
a

120
=

a2
2!

+
a3
3!

+
a4
4!

+
a5
5!

for a =

0, 1, 2, . . . , 119. Define

a2 =
[ a

60

]
(0.1)

a3 =
[ a

20
− 3a2

]
(0.2)

a4 =
[a
5
− 12a2 − 4a3

]
(0.3)

a5 = 120
( a

120
− a2

2!
− a3

3!
− a4

4!

)
.(0.4)

(2) We then calculate t∗ =
( a

120

)∗
=

a∗2
22

+
a∗3
23

+
a∗4
24

+
a∗5
25

for a = 0, 1, 2, . . . , 119.

(3) Complementing

(
1,

1

2

)
, we create an affine function using the data

( a

120
,
( a

120

)∗)
,

(a = 0, 1, 2, . . . , 120).

We consider the union Kn of the intervals of the form:

Ia2,a3,...,an =

[
a2
2!

+
a3
3!

+ · · ·+ an
n!

,
a2
2!

+
a3
3!

+ · · ·+ an + 1

n!

]
,

where a2, a3, . . . , an run through all integers a2 = 0, 1, a3 = 0, 2, . . . , an = 0, n − 1. Example,l
et n = 3. Here we list endpoints of intervals that constitute K3 and the values of f on the
endpoints of the intervals.

a2, a3 endpoint of Ia2,a3 min
x∈Ia2,a3

f(x) max
x∈Ia2,a3

f(x)

(0, 0) 0, 1/6 0 1/8
(0, 2) 1/3, 1/2 1/8 1/4
(1, 0) 1/2, 2/3 1/4 3/8
(1, 2) 5/6, 1 3/8 1/2

Thus, K3 =

[
0,

1

6

]
∪
[
1

3
,
1

2

]
∪
[
1

2
,
2

3

]
∪
[
5

6
, 1

]
.

From the above examples, we learn:

Let f(x) = x∗, x ∈ [0, 1]. For all x ∈
∩∞

n=1 Kn, f
′(x) does not exist as a finite value.

Let us recall the definition of the box dimension.

Suppose that E is subset on the number line [0, 1].

(1) Write Nr(E) for the smallest number of intervals of length r to cover E.

(2) The box dimension dimB E of the set E is defined to be dimB E = lim
r→0

logNr(E)

− log r
.

Let K be the nondifferentiability set of the Cantor function with respect to the expansion
generated by the factorial.Then the box dimension of the set K is 0.
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KOMLOSの補題とそのMORREY空間の前双対への応用

澤野嘉宏

Komlosの補題とは次の補題である．

Proposition 0.1. {X1, X2, . . . , Xn, . . .}を確率空間の可測関数のL1-有界である点列とする．こ
のとき，X1, X2, . . . , Xn, . . . から部分列Xn1 , Xn2 , . . . , Xnk

, . . . を取り出して，

Xn1 +Xn2 + · · ·+Xnk

k

が概収束するようにできる．

一方で，1 < q ≤ p < ∞に対して，Hp′

q′ でブロック空間を表す．つまり，Rn上の Lp関数 aが
ブロックであるとは，

∥a∥Lp ≤ |Q|1/p−1/q

をみたす立方体 Qが存在することである．

Hp′

q′ =

f =

∞∑
j=1

λjaj :

∞∑
j=1

|λj | < ∞各 aj はブロック


と定義する．ノルムは

∥f∥Hp′
q′

= inf
∞∑
j=1

|λj |

で与えられる．これの双対空間はMorrey空間であるが，ここでは必要としないので，Morrey空
間の定義は与えない．

(Hp′

q′ )1 =

f =
∞∑
j=1

λjaj :
∞∑
j=1

|λj | ≤ 1各 aj はブロック


和泉，佐藤，薮田によって次の定理が示された．

Theorem 0.2. 0 ≤ f1 ≤ f2 ≤ · · · ≤ fj ≤ · · · を満たしている可測関数列につき，fj ∈ (Hp′

q′ )1が

成り立つならば，f = lim
j→∞

fj ∈ Hp′

q′ が得られる．

この定理の証明の問題点は f に相当する関数の分解を与えることが困難であったことである．
和泉，佐藤，薮田の三氏はこの問題点を対角線論法で解決した．

この講演では，この定理の別証明を和泉，佐藤，薮田の手法とは全く違う，Komlosの定理を
用いた方法で説明したい．
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スペクトル測度とスペクトル積分

伊東由文　 (徳島大学名誉教授)

本論文においては, 直交測度と直交測度による積分の理論を用いてスペクトル測度とスペクトル
積分の理論を再構成し, この理論を改良することが目的である. その結果を用いて, ノイマンのス
ペクトル分解定理と一般展開定理を証明する. このようにして, 自己共役作用素のスペクトル分解
の理論が改良され, 見通しよく構成されることを示す.

これは拙著 [1], 第 5 章において得られた結果を論文に表現したものである.

これは, 吉田 [2]のスペクトル分解と一般展開定理についての結果の改良である.

まず, 直交測度の定義を与える.

定義 1　Hはヒルベルト空間であるとする. (R,M, µ)はR上のルベーグ測度空間であるとす
る. このとき, Hに値をもつM上の完全加法的集合関数 ξ : M → Hが (R,M, µ)上の直交測度
であるということは, Λ1,Λ2 ∈ Mに対し, (ξ(Λ1), ξ(Λ2)) = µ(Λ1 ∩ Λ2) が成り立つことであると
定義する.

いま, ルベーグ測度空間 (R,M, µ)上の直交測度 ξ;M → Hが与えられているとするとき, f ∈
L2 = L2(R)に対し, 直交測度 ξに関する f の積分

J(f) =

∫
f(λ)dξ(λ)

が定義できる.

次に, スペクトル測度とスペクトル積分の定義とその基本性質について考察する.

定義 2　Hはヒルベルト空間であるとし, H上の射影作用素の空間を P (H)とし, (R,M)はR

上の可測空間であるとする. Rの集合の σ代数MはRのボル集合族Bを含むとする. このとき,

H上の射影作用素に値をとるM 上の集合関数E : M → P (H)が与えられているとする. このと
き, Hの射影作用素の系 {E(Λ); Λ ∈ M}がスペクトル測度であるとは, 次の条件 (i)∼(iii)が成り
立つことであると定義する:

(i)　 Λ1,Λ2 ∈ Mに対し,

E(Λ1)E(Λ2) = E(Λ2)E(Λ1) = E(Λ1 ∩ Λ2)

が成り立つ.

(ii)　Mの集合の可算列 Λ1,Λ2, · · · がどの二つも互いに素であるとき,

Λ =

∞∪
j=1

Λj =

∞∑
j=1

Λj

に対し,

E(Λ) =
∞∑
j=1

E(Λj)

が成り立つ. ここで, 右辺の級数は強収束の意味で収束するとする.
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(iii)　E(R) = I, E(ϕ) = 0が成り立つ.

定理 1　Hはヒルベルト空間であるとし, R上の可測空間 (R,M)上のスペクトル測度Eが与
えられているとする. Hの任意の元 xを一つとって固定する. このとき, Hに値をもつM上の集
合関数 ξx : M → Hを, 関係式

ξx(Λ) = E(Λ)x, (Λ ∈ M)　

によって定義する.

いま,

µx(Λ) = ∥E(Λ)x∥2, (Λ ∈ M)

とおくとき, (R,M, µx)は完全加法的正値測度空間になる.

このとき, ξxは (R,M, µx)上の直交測度であって,条件 ξx(R) = E(R)x = x, ξx(ϕ) = E(ϕ)x =

0. を満たす.

いま, 定理 1のような完全加法的正値測度空間 (R,M, µx)上の直交測度 ξx : M → Hが与えら
れているとする. このとき, f ∈ L2

µx
= L2(R, µx)に対し, 直交測度 ξxに関する f の積分∫

f(λ)dξx(λ)

が定義できる. これを

S(f)x =

∫
f(λ)dE(λ)x =

∫
f(λ)dξx(λ)

と表し, f のEによるスペクトル積分であると定義する.

これを用いて, 自己共役作用素のスペクトル分解の問題を解決できる.

すなわち, H上の自己共役作用素H に対し, ただ一つのスペクトル測度 {E(Λ); Λ ∈ M} が存
在して, H のスペクトル分解

H =

∫
λdE(λ)

が成り立つ.

最後に, 一般展開定理の証明を与える.

定理 2(一般展開定理)　Hはヒルベルト空間であるとし, HはH上の自己共役作用素であると
する. σ(H)はH のスペクトルであるとするとき, H のレゾルべントを

R(α; H) = (αI −H)−1, (α ̸∈ σ(H))

と表す. このとき, x ∈ Hに対して, 強収束の意味で等式

x = lim
α→−∞
β→∞

{
lim

v→+0

1

2πi

[ ∫ β

α
R(u− iv; H)xdu−

∫ β

α
R(u+ iv; H)xdu

]}
が成り立つ.
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CRITERIA FOR THE C̃-INTEGRAL

TOSHIHARU KAWASAKI

The C-integral was introduced by B. Bongiorno as a minimal constructive in-
tegration process of Riemann type which contains the Lebesgue integral and the
Newton integral. Moreover B. Bongiorno, Di Piazza and Preiss gave some criteria
for the C-integral. The C̃-integral was introduced by D. Bongiorno as a minimal
constructive integration process of Riemann type which contains the Lebesgue in-
tegral and the improper Newton integral. Moreover she gave some criteria for the
C̃-integral. On the other hand, Nakanishi gave some criteria for the restricted Den-
joy integral. Moreover the author gave new criteria for the C-integral in the style
of Nakanishi. In this talk we will give new criteria for the C̃-integral in the style of
Nakanishi.
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増大条件を満たす半線形楕円型方程式の解に対する

除去可能定理

平田 賢太郎（広島大学理学研究科）

本原稿において，次元はN ≥ 3とし，ΩはRN 内の有界領域，EはΩ内の相対的閉集合とする．
Ω \E上で或る方程式を満たす解が Ω全体に方程式の解として拡張できるためのEや解自身に対
する条件を考察する．拡張可能であるとき，Eはその方程式の解に対して除去可能であるという．
証明の中で使うかもしれないので少し歴史的背景を述べておく．1926年に Bouligandは Newton

容量 0の集合 E は有界調和関数に対して除去可能であることを示した．Newton容量 0の集合の
Hausdorff次元は高々N − 2であるため，後に次元の小さい集合に対して関数の有界性よりも弱い
条件下で除去可能性が研究された．CarlesonによるL q-条件を満たす調和関数に対する除去可能
定理もあるが，1970年にHarvey & Polkingは滑らかな係数をもつm階線形偏微分方程式の超関
数解 f ∈ L 1

loc(Ω) に対して増大条件と除外集合 E の関係を調べている．その特別な場合として，
或る増大条件を満たす調和関数に対する除去可能定理が得られる．2000年に Riihentausは彼ら
の方法を改良して劣調和関数に対する除去可能定理を与えた．劣調和関数に関する結果は吸収項
を伴う方程式∆u = upの非負値解にも適用できる．その事を述べるために記号を導入する．RN

上の Lebesgue測度をmで表す．d(x,E)は点 xから Eまでの Euclid距離を表し，Eの r-近傍を
E(r) := {x ∈ RN : d(x,E) < r}で表す．このとき，Eの α次元上Minkowski容量は

Mα(E) := lim sup
r→0+

m(E(r))

rN−α

で定義される．α次元 Hausdorff測度Hαとの関係はHα(E) ≤ CMα(E)である．ただし，C は
αとN のみに依存する正定数である．逆向きは一般には成り立たない．

Riihentaus (2000). 或る α ∈ [0, N − 2)に対してMα(E) < ∞とする．Ω \ E上の劣調和関数
uが増大条件

u(x) = o(d(x,E)2−N+α) (x → y ∈ E) (1)

を満たすならば，uは Ω全体に劣調和拡張できる．

簡単のために

pα :=
N − α

N − α− 2

と書く．方程式∆u = upの除去可能性はVéron (1981)やBaras & Pierre (1984) により研究され
たが何れも p ≥ pαの場合のものである．1 < p < pαの場合は α次元滑らかなコンパクト多様体E

の近くで u(x) ∼ d(x,E)2−N+αまたは u(x) ∼ d(x,E)−2/(p−1) を満たす非負値解の存在がDelanoë

(1992), Finn & McOwen (1993), Grillot (1997)によって示されている．従って，除去可能定理を
得るためには何らかの条件が必要である．Riihentausの定理を適用すれば次の結果が直ちに従う．

定理 1 (除去可能定理). p ≥ 1とし，或る α ∈ [0, N − 2)に対してMα(E) < ∞とする．Ω \ E
における∆u = upの C 2級非負値解 uが増大条件 (1)を満たすならば，uはΩ全体に∆u = upの
C 2級解として拡張できる．

証明. D ⊂ Ωなる有界開集合Dをとる．∆u = up ≥ 0より，uはΩ\Eで劣調和である．Riihentaus
の定理より，uはΩ全体に劣調和拡張できる．上半連続性より u ∈ L ∞(D \E)である．D \Eで



Rieszの分解定理を適用して，

u(x) = h(x)−
∫
D\E

GD(x, y)u(y)
p dm(y) (x ∈ D \ E)

と書ける．ただし，hはD \Eにおける uの最小調和優関数である．従って，h ∈ L ∞(D \E)で
ある．Bouligandの定理より，hはD全体に調和拡張できる．それを hとし，

u(x) := h(x)−
∫
D\E

GD(x, y)u(y)
p dm(y)

と定義する．このとき，D \ E 上で u = uである．また，Greenポテンシャルの正則性定理より
u ∈ C 2(D)であり，D上で∆u = upを満たすことがわかる．

注意 1. (1) p ≥ pαのときは，Véronの比較議論により増大条件は常に満たされる．

(2) ∆u = upの場合は，劣調和拡張の副産物として u ∈ L ∞
loc(Ω)が従い，分布関数 upのGreenポ

テンシャルの滑らかさが保証された．しかし，−∆u = upの場合は，局所有界性は直ちに従わ
ず更なる議論が必要である．

次に −∆u = upに対する結果を述べる．除外集合 E にはMinkowski容量有限よりも少し強い
条件を課す．

定義 1. Eが α次元Lipschitz集合であるとは，定数 r0 > 0とC > 1が存在して任意の x ∈ Eと
0 < r,R < r0に対して

1

C
Rα ≤ Hα(E ∩B(x,R)) ≤ CRα, (2)

m(E(r) ∩B(x,R)) ≤ CrN−αRα (3)

が成り立つときをいう．条件 (3)のみを満たすときは α次元Minkowski集合とよぶ．

α次元Lipschitz多様体（任意の x ∈ Eに対して，その近傍U ⊂ RN と双Lipschitz写像ϕ : U →
ϕ(U) ⊂ RN が存在して ϕ(U ∩E) = ϕ(U)∩ (Rα ×{0}N−α)を満たす）やCantor集合，Sierpinski

三角形，Koch曲線などの自己相似集合は適当な次元の Lipschitz集合である．

定理 2 (除去可能定理). 0 ≤ α < N − 2とし，0 < p < pαとする．E は Ω内の相対的閉な α次
元Minkowski集合とする．Ω \Eにおける−∆u = upのC 2級正値解が増大条件 (1)を満たすなら
ば，uは Ω全体に−∆u = upの C 2級解として拡張できる．

次の定理が示すように増大条件は必要かつ最良である．また，条件 p < pαも必要である．

定理 3 (特異解の存在定理). 0 ≤ α < N − 2とし，0 < p < pα (p ̸= 1)とする．∂Ωは C 1,1級と
し，Eは Ω内のコンパクトな α次元 Lipschitz集合とする．このとき，−∆u = up in Ω \ E,

u = 0 on ∂Ω

の正値解 u ∈ C 2(Ω \ E)で

1

C
d(x, ∂Ω)d(x,E)2−N+α ≤ u(x) ≤ Cd(x, ∂Ω)d(x,E)2−N+α

を満たすものが存在する．

pα ≤ p < (N −α+2)/(N −α−2)の場合は u(x) ∼ d(x,E)−2/(p−1)なる正値解の存在がMazzeo

& Pacard (1996)等により示されている．定理 3の証明および∆uや uの符号が無制限の場合の除
去可能定理についてはHirata & Ono, Nonlinear Anal. 105 (2014), 10–23 をご覧頂きたい．


