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講義概要 
•  ベイズ統計の基礎 
•  ベイズの定理の確率分布への拡張 
•  事前分布・尤度関数・事後分布 
•  二項分布を用いたベイズ推論 
•  ポアソン分布を用いたベイズ推論 
•  自然共役事前分布 
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データから仮説（モデル）を推定する 

•  データDから仮説H1が成立する確率 
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事前確率・事後確率・尤度 
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尤度 事前確率 

•  ベイズの定理にもとづいて、P(H)を事前
確率、P(D|H)を尤度、P(H|D)を事後確率
という 



事前確率・尤度・事後確率 
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ベイズ更新 
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事後確率を事前確率として更新 



ベイズの定理の拡張 
•  ベイズの定理の分母は定数であるため、
ベイズの定理を次式のように置き換える
ことができる 

P H |D( ) =
P D |H( )P H( )

P D( )
∝P D |H( )P H( )



確率分布の種類 
•  離散的な確率分布 
– 一様分布 
– 二項分布 
– ポアソン分布 

•  連続的な確率分布 
– 正規分布 
– ベータ分布 
– ガンマ分布 



試合の勝敗とベイズ推定 
•  あなたはあるスポーツチームAのアナリス
ト兼ストラテジストであるとする。 

•  あなたのチームAは、ある別のチームBと
初めて戦うことになった。 

•  チームBと実力が似通っている別のチーム
とは、既に10戦して6勝している。 

•  このとき、チームBに勝つことができると
期待できるだろうか？ 



試合の勝敗とベイズ推定 
•  試合=G、勝ち=Vとすると、 
•  求めたい事後確率は　P(V|G) 
•  得られている情報（尤度）P(G|V)は、
「これまでに10試合して6勝している」 

•  事前確率P(V)と事後確率P(V|G)はどのよ
うなものになるのだろうか？ 

•  試合の勝敗は二項分布に従う 



ベルヌーイ試行と二項分布 
•  0か1かしかない試行において、n回の試行でs回
成功し、その期待値pがわかっているとき、実験
が成功する確率は以下のベルヌーイ試行に従う 

•  ベルヌーイ試行の確率分布を二項分布といい、
その分布は次式の確率密度関数に従う 

Binom n,p( ) = nCs ⋅ ps ⋅ 1− p( )
n−s

≈ ps ⋅ 1− p( )
n−s



試合の勝敗とベイズ推定 
•  尤度P(G|V)の二項分布は、 

Binom 10,0.6( ) = 10C6 ⋅ p6 ⋅ 1− p( )
10−6

∝ p6 ⋅ 1− p( )
4



試合の勝敗とベイズ推定 
•  二項分布の尤度から事後確率を求めたい
場合、どのような事前確率が適しているだ
ろうか？ 

•  ps(1-p)n-sの形をした確率分布 
⇒ベータ分布 B(α, β) 



ベータ分布 
•  二項分布を式変形すると次式のベータ関数
に従うベータ分布となる 

Binom n,p( ) ≈ ps ⋅ 1− p( )
n−s

=
α −1( ) ! β −1( ) !
α + β −1( ) !

B α,β( ) = k ⋅ pα−1 ⋅ 1− p( )
β−1

0 < p <1, 0 < α, 0 < β, k =

s = α −1, n − s = β −1とすると、 

定数 



試合の勝敗とベイズ推定 
•  チームBとは初顔合わせであるため、「理
由不十分の原則」から勝敗の期待値（平
均）が1/2となるようなベータ分布を事前
確率として採用するのが良い。 

•  α-1>0, β-1>0, α=βとなる最小の整数
α=β=2 

•  ベータ分布B(2, 2)を事前確率P(V)の確率
分布に採用するとどうなるか？ 



ベータ分布 
•  ベータ分布 

•  については、次式が成立する 

B α,β( ) = k ⋅ pα−1 ⋅ 1− p( )
β−1

0 < p <1, 0 < α, 0 < β

μ= α
α+β, σ

2= αβ
α+β( )

2 α+β+1( )



試合の勝敗とベイズ推定 
•  尤度P(G|V)=p6(1-p)4 
•  事前確率P(V)=B(2, 2)=p(1-p) 
•  事後確率 

P V |G( ) ≈ p6 ⋅ 1−p( )
4
×p ⋅ 1−p( )

= p7 ⋅ 1−p( )
5

= B 8,6( )



試合の勝敗とベイズ推定 
•  チームBとの試合の勝敗に関する期待値
（平均）は、ベータ関数の平均から、 

E P V |G( )( ) ≈ E B 8,6( )( )
=
8
8 +6 ≈ 0.571

0.571>0.5　なので、勝利への期待が上回る？ 



事前分布・尤度関数・事後分布 
• 事前確率・尤度・事後確率は、ある
確率値ではなく、確率分布を取るこ
とがある。このとき、 
• 事前確率⇒事前分布 
• 尤度⇒尤度関数 
• 事後確率⇒事後分布 
という。 



試合の得点とベイズ推定 
•  あなたが関わっている競技は、野球やサッ
カー、アメフトなどのように少数得点で勝
敗がきまります。 

•  例えば、サッカーJリーグ(J1)の2013年
シーズンの全306試合における各チームの
得点分布（1試合での各チームの得点）は、
下表のようになっています。(612チーム
分、平均=1.44) 

得点 0 1 2 3 4 5 6 7 
チーム数 132 227 154 66 23 6 4 0 



h"ps://data.j-‐league.or.jp/SFMS01/search?
compe;;on_years=2013&compe;;on_frame_ids=1&compe;;on_ids=347&tv_relay_sta;on_name=	



2013年サッカーJリーグ(J1) 
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試合の得点のベイズ推定 
•  いまあなたは、チームの得点力がリーグの
平均と比較して弱く、オフシーズンに攻撃
力を強化すべきか検討しています。 

•  昨シーズンはリーグ全体で1試合1チーム
あたりの平均得点が1.44点でしたが、あ
なたのチームは平均得点が1.38点でした。 

得点 0 1 2 3 4 5 6 7 
リーグ全体 132 227 154 66 23 6 4 0 
あなたのチーム 5 16 8 5 0 0 0 0 



試合の得点のベイズ推定 
•  あなたのチームがJ1リーグ平均並みまで
得点力を強化するとすれば、チームの得点
力はどの程度になるだろうか？ 

•  試合別チーム別得点を何らかの確率分布で
表すことができればよいのではないか？ 

•  このとき、 
– 事前分布＝昨季のあなたのチームの得点分布 
– 尤度関数＝昨季のリーグ全試合得点分布 
– 事後分布＝期待されるチーム得点分布 



ポアソン分布 
•  非常に多くの観測回数が繰り返されるもの
の、観測ケースの発生頻度が非常に低い場
合に用いられる確率分布 

•  一定範囲内（時間、回数、空間）である
事象が発生する平均値μをもちいて計算さ
れる 

•  試行回数n、発生頻度pとすると、μ=np 

Po µ( ) =
µx ⋅ exp −µ( )

x !
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あなたのチームの得点の 
ポアソン分布は？ 

得点 全チーム 
0 34*1.380×exp(-1.38)/0! ≑ 
1 34*1.381*exp(-1.38)/1! ≑ 
2 34*1.382*exp(-1.38)/2! ≑ 
3 34*1.383*exp(-1.38)/3! ≑ 
4 34*1.384*exp(-1.38)/4! ≑ 
5 34*1.385*exp(-1.38)/5! ≑ 
6 34*1.386*exp(-1.38)/6! ≑ 
7 34*1.386*exp(-1.38)/6! ≑ 



あなたのチームの全試合の 
得点分布とポアソン分布 
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全試合得点のポアソン分布の計算 
得点 全チーム 
0 612*1.440×exp(-1.44)/0! ≑146 
1 612*1.441*exp(-1.44)/1! ≑209 
2 612*1.442*exp(-1.44)/2! ≑150 
3 612*1.443*exp(-1.44)/3! ≑72 
4 612*1.444*exp(-1.44)/4! ≑26 
5 612*1.445*exp(-1.44)/5! ≑7 
6 612*1.446*exp(-1.44)/6! ≑2 
7 612*1.446*exp(-1.44)/6! ≑0 



全試合の得点分布とポアソン分布 
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ポアソン分布に適した尤度関数は？ 

•  ポアソン分布の形と似た形の確率密度関
数に、ガンマ分布がある 

•  ガンマ分布の確率密度関数とその性質は次
式のようになる 

f x( ) =Ga α,λ( ) = λα

Γ α( )
xα−1e−λx, x ≥ 0

E X( ) = α
λ
, V X( ) = α

λ 2



試合の得点とベイズ推定：事前分布 

あなたのチームの1試合あたりの得点の平均
と分散は以下のとおりである 
•  平均1.38 
•  分散0.85 
これをガンマ分布で表すには、 
•  平均　α/λ=1.38 
•  分散　α/λ2=0.85　より、 
•  λ≑1.62、α≑2.24 
を用いる 
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試合の得点とベイズ推定：尤度関数 

リーグ全体での1試合1チームあたりの得点
の平均と分散は以下のとおりである 
•  平均1.44 
•  分散1.38 
これをガンマ分布で表すには、 
•  平均　α/λ=1.44 
•  分散　α/λ2=1.38　より、 
•  λ≑1.04、α≑1.50 
を用いる 



尤度関数のガンマ分布 

尤度関数＝ 
Γ(α=1.50, λ=1.04) 
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試合の得点のベイズ推定 
•  事前分布=Γ(2.24, 1.62) 
•  尤度関数=Γ(1.50, 1.04) 
•  事後分布 

Γ 2.24,1.62( ) ⋅ Γ 1.50,1.04( )
∝ Γ 2.74,2.66( )



試合の得点のベイズ推定 
•  事後分布 

Γ 2.24,1.62( ) ⋅ Γ 1.50,1.04( )

=
1.622.24 ⋅ x 2.24−1( ) ⋅ exp −1.62x( )

Γ 2.24( )

⋅
1.041.50 ⋅ x 1.50−1( ) ⋅ exp −1.04x( )

Γ 1.50( )
∝ x 2.24−1( ) ⋅ x 1.50−1( ) ⋅ exp −1.62x( ) ⋅ exp −1.04x( )
= x 2.74−1( ) ⋅ exp −2.66x( )
∝ Γ 2.74,2.66( )



ポアソン分布を事前分布とする 
場合の事後分布 

•  事前分布がポアソン分布の場合、尤度関
数にガンマ分布を採用すると、事後分布
はガンマ分布となる。 

ガンマ関数(尤度)×ポアソン分布(事前) 
∝ガンマ関数(尤度)×ガンマ関数(事前) 
∝ガンマ関数(事後) 



自然共役事前分布 
•  事前分布と事後分布が、互いに似たよう
な確率分布を持つような場合に、その事
前分布を自然共役事前分布という 

•  主な自然共役事前分布は以下のとおり 
事前分布 尤度関数 事後分布 
二項分布 ベータ分布 ベータ分布 
ポアソン分布 ガンマ分布 ガンマ分布 
正規分布 正規分布 正規分布 
正規分布 正規分布 逆ガンマ分布 


