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講義概要 
•  線形回帰モデルのベイズ推定(復習) 
•  モデル選択 
– ベイズファクター(BF) 

•  BFとp値を巡る議論 
•  マルチレベル・モデルのベイズ推定 
•  R演習 
– R2jags 



線形回帰モデル 
•  サンプル数n (i=1, …, n)、説明変数の数k 
•  被説明変数yi、説明変数xik、未知パラメー
タβk、誤差項εi 

•  誤差項εiは平均0、分散σ2の正規分布に
従う⇒分散は未知 
yi = β0 + xi1β1 + xi2β2 +!+ xikβk +εi ,

εi ~N 0,σ 2( )



線形回帰モデル 
y1
y2
!
yn

!

"

#
#
#
#
#

$

%

&
&
&
&
&

=

1 x11 " x1k
1 x21 " x2k
! # !
1 xn1 " xnk

!

"

#
#
#
#
#

$

%

&
&
&
&
&

β0
β1
!
βk

!

"

#
#
#
#
#

$

%

&
&
&
&
&

+

ε1
ε2
!
εn

!

"

#
#
#
#
#

$

%

&
&
&
&
&

y = Xβ +ε

y X β ε

⇒ 



線形回帰モデルのベイズ推定 
•  線形回帰モデルは、未知パラメータβと精
度τについて共役事前分布を与えることに
よりベイズ推定できる 

•  自然共役事前分布 

p β | τ ,y( ) =N XTX( )
−1
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線形回帰モデルのベイズ推定 
•  共役事前分布の超パラメータを導入するこ
とによりを次式のように簡略化する 

 

•  超パラメータb0, B0, ν0, S0は適当に設定
しても問題ない 

p β | τ ,y( ) ~N b0, 1 τ( )B0( )
p τ | y( ) ~ Γ ν0
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線形回帰モデルのベイズ推定 

b0 = XTX( )
−1
XTy

B0 = XTX( )
−1

ν0 = ν

S0 = σ̂
2 =

1
ν
y − xβ̂( )

T
y − xβ̂( )

•  超パラメータを以下のように置き換える 



線形回帰モデルのベイズ推定 
•  以下のような事後分布が得られる 

p β | τ ,y( ) ~N b1,B1( )

p τ | y( ) ~ Γ
ν1
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−1 + τXTX ,

ν1 = ν0 +n, ν1S1 = ν0S0 + y − Xb1( )
T
y − Xb1( )



線形回帰モデルのベイズ推定 
•  βの周辺事後分布は以下のt分布に従う 

p β | τ ,y( ) ~ t b1,σ̂ 2S1,ν1( )
E β | τ ,y( ) = b1
V β | τ ,y( ) = ν1σ̂

2

ν1 − 2
S1











モデル間の比較 
•  いま、２つのモデルM0とM1を推定しどち
らがよいか比較したい 

•  ２つのモデルの事後分布を簡略化してそれ
ぞれ以下のように表す 

– モデルM0： 

– モデルM1： 

p βM0 ,τ M0 | y( ) = p M0 | y( )
p βM1,τ M1 | y( ) = p M1 | y( )



モデル間の比較 
•  ベイズの定理から、事後分布を尤度と事
前分布を用いて書き換えると、 

•  ２つのモデルの比を取ると 

p M0 | y( ) = p y |M0( )p M0( ) p y( )
p M1 | y( ) = p y |M1( )p M1( ) p y( )

p M0 | y( )
p M1 | y( )

=
p y |M0( )
p y |M1( )

⋅
p M0( )
p M1( )



ベイズ・ファクター 
•  事後分布の比＝尤度比×事前分布の比 

•  ２つのモデルを比較して、モデルM0とM1
のどちらが優勢かは事前にわからない
p(M0)=P(M1)=1/2ので、ベイズ・ファク
ターB01の値がモデルの優劣を決める 

p M0 | y( )
p M1 | y( )

=
p y |M0( )
p y |M1( )

⋅
p M0( )
p M1( )

Posterior odds Bayes factor 
(B01) 

Prior odds 



ベイズ・ファクター 
•  ベイズ・ファクターB01の値により、帰無
仮説モデルM0と提案モデルM1の指示度が
かわる 
ベイズ・ファクター 解釈 

logB01<0 帰無仮説モデルM0を支持 
0<logB01<0.5 M1はよくも悪くもない 
0.5<logB01<1 M1は十分である 
1<logB01<2 M1を強く支持できる 
2<logB01 M1は決定的に支持できる 

Jeffreys (1961) 



BFとp値 

•  p値はしばしば帰無仮説の事後確率と誤解
されているのではないか 

•  単純な帰無仮説に対して、p値は帰無仮説
のエビデンスをかなり水増ししているので
はないか 

•  対立仮説は帰無仮説の片側分布に対応して
いるので、p値を用いるなら両側検定より
片側検定が適しているのではないか 



BFとp値 
•  H0とH1に等しい事前確率を与えた場合、 

両側検定 p値 
0.05 0.01 0.001 

t値 1.96 2.58 3.29 
BF 0.15 0.04 0.004 

min(H0|x) 12.8% 3.5% 0.4% 

片側検定 p値 
0.05 0.01 0.001 

t値 1.64 2.33 3.09 
BF 0.26 0.07 0.008 

min(H0|x) 20.5% 6.3% 0.8% 
Edwards et al. (1963) 



p値にまつわる12の誤解 
S. Goodman (2008) 
 



マルチレベル・モデル 
•  グループj(=1, …, m)に属する個人i(=1, …
n)を考える 

•  説明変数の数k、被説明変数yi、説明変数
xik、未知パラメータβk、誤差項εi 

•  誤差項εiは平均0、分散σ2の正規分布に
従う⇒分散は未知 

•  このとき、 
yij = β0 + xij1β1 + xij2β2 +!+ xijkβk +εi ,

εi ~N 0,σ y
2( )



マルチレベル・モデル 
① 定数項と回帰係数が変動しないモデル 

② 定数項のみ変動するモデル 

③ 回帰係数のみ変動するモデル 

④ 定数項と回帰係数が変動するモデル 

yij = β0 + xij1β1 + xij2β2 +!+ xijkβk +εi

yij = β j0 + xij1β1 + xij2β2 +!+ xijkβk +εi

yij = β0 + xij1β j1 + xij2β j2 +!+ xijkβ jk +εi

yij = β j0 + xij1β j1 + xij2β j2 +!+ xijkβ jk +εi



ランダム効果と固定効果 
•  ランダム効果 
– 回帰係数や定数項について、個人や地域・グ
ループでの変動を認めるモデル 

•  固定効果 
– 上記のような変動を認めないモデル 

•  混合効果 
– ランダム効果と固定効果が混在したモデル 



マルチレベル・モデル 
•  レベル１= lower level 

 
•  レベル２= upper level 

yij = β0 + xij1β1 +εij , εij ~N 0,σ y
2( )

yij ~N β0 + xij1β1,σ y
2( )

β j0 = γ00 +γ10uj0 +η j0,

β j1 = γ01 +γ11uj0 +η j1

η jk ~N 0,σ
η
2( ), β jk ~N µk ,σβk

2( ), k = 0,1{ }

グループによる変動を受けない（固定効果） 
グループによる変動を受ける（ランダム効果） 



マルチレベル・モデル 
•  レベル１とレベル２をあわせると 
yij = β0 + xij1β1 +εij

= γ00 +γ10uj0( )+ γ01 +γ11uj0( )xij1 +η j +εij

= γ00 +γ01xij1( )+ γ10uj0 +γ11uj0xij1( )+η j +εij

⇔

yi = XiB +Zibi
bi ~N 0, σ bi

2( )

固定効果 ランダム効果 



マルチレベル・モデルのベイズ推定 

yi ~N XiB,σ y
2( )
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B ~N 0,VB( )
εij ~N 0,σ y

2( ), η jk ~N 0,σ
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マルチレベル・モデルのベイズ推定 

yi | Xi ,B,σ y
2 ~N XiB,σ y

2( )
B |Zi ,σ bi

2 ,VB ~N 0,VB( )
VB |υ, V ~ IW υ, V( )
σ y

2 | syi
2 ,υ ~η jsyi

2 χ
η j

2

bi |σ bi

2 ~N 0, σ bi

2( )
σ bi

2 |ηi ~N 0, σ bi

2( )

•  未知パラメータ 



ウィシャート分布 
•  xiがn個のp次元多変量正規分布に従うとき　 
 

•  標本分散共分散行列Wは逆ウィシャート分布
に従う 

•  ベイズ統計では多変量正規分布の共分散行列
の自然共役事前分布として用いられる 

xi ~N 0,Σ( )

X = xi ⋅ xi
T

i=1

n
∑

X ~W X ;Σ,n,p( )



ウィシャート分布 
•  ウィシャート行列はカイ二乗分布を多次
元化したものである 

•  Γp(a)はp次元多変量Γ関数 

W X ;Σ,n,p( ) =
Σ
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逆ウィシャート分布 

•  W(Σ,n,p)に従うXをV=X-1とすると、Vの
分布を逆ウィシャート分布という 

IW X ;Σ,n,p( ) =
Σ
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