
(ω無矛盾の定義を訂正しました．S君に感謝.　2007/June/5)

1 ゲーデルの不完全性定理
算術を含む形式体系では，真ではあるがそのことを証明できない命題が存在す

る．これがゲーデル の第1不完全性定理である．さらに, 算術を含む体系の無矛盾
性の証明はその体系の中では実行不可能である．これが，ゲーデルの第2不完全性
定理である．この両不完全性定理の証明を紹介する．証明の流れは，参考文献 [ 2]
に沿っている． 不動点論法としてのゲーデルの 対角化定理を中心にした方法を用
いる．参考文献 [2]より正確でかつ分かりやすくなったと思う． なお，対角化定理
のここでの証明はKunen [3](ページ39から42)からヒントを得た．
ゲーデル関係の一般向け参考文献としてラッカー [6], 林 [5]など数多くある．ハン

ドブック [1]には，専門的なすぐれた記述がある．帰納関数の父としてのゲーデルに
ついてはほとんど触れることはできなかった．「ゲーデルを語る」 ([ 4])の中で，帰納
関数理論の巨人S.C.クリーネは，計算の理論に与えたゲーデルの大きな影響を 興
味深く証言している．

1.1 概要

20世紀初頭数学者ヒルベルトは，すべての真な数学的命題を導出し,しかももそ
れら以外は導出しないような形式的体系を求める問題を提出した．これは，‘ヒル
ベルトのプログラム’とよばれる．しかしながら，最も単純な場合̶形式的算術の場
合̶がこのプログラムを粉砕してしまった [5]．形式的算術とは， 自然数0, 1, 2,
· · ·の算術，すなわち加法，乗法のようなふつうの基本的関数を取り扱う形式的体
系である．1931年にゲーデルは次のことを証明した: もしある形式的体系̶それ
をFとよぶことにする̶が算術を含むならば，(i)真であるが形式的には証明できな
いようなF内の命題が存在する，また(ii)Fの無矛盾性を証明するために，Fより
強い体系を必要とする．
まず，算術で取り扱いたいと思っているような普通のもの̶フェルマーの最終定
理のような風変わりなものさえ含めて̶すべてを取り扱えるような強い形式的算術
体系を記述する． 次に‘自分は証明可能でない’ことを主張する論理式（嘘つき文)を
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提示する．この論理式が証明可能ではないことを示す．したがってこの嘘つき文は
真である．
実際，嘘つき文の概略を説明することは難しくない．あとで詳細を述べるが，し
ばらく 論理式prove(x)を考えよう．これはxをゲーデル数とする論理式が証明可能
であるときのみ真であるとしよう．
以下ここでも，式A ≡ Bは論理式(A → B) ∧ (B → A)の略記として使う．ゲーデ
ルは，次の核心となる定理を証明した: 自由変数をひとつ持つ任意の論理式 ϕ(x)に
対して，次のような‘不動点’論理式Aが必ず存在する．

ϕ( A ) ≡ A

これをゲーデルの対角化定理という．ゲーデルの対角化定理を，論理式 ¬prove(x)に
適用すると，次のような奇妙な論理式Gが存在する．論理式

¬prove( G ) ≡ G,

はG「自分は証明できない」ということを主張している．これは，「自分は嘘つきで
ある」という言明に似ている．正直者であれば，「自分はうそつき」とは言わない
し， 嘘つきが，「自分は嘘つきである」と言えば正直な言明であり，嘘つきである
ことに反する．いずれにせよ矛盾である．これは「クレタ島のパラドックス」として
昔から知られている．
さてもとに戻って，このGは，本当に真である．すなわちこの論理式の(形式的)証
明は存在しない: なぜならもし存在したとすれば矛盾にいたるであろう．詳細におぎ
なえば，そのとき得られるものは真ではあるが証明可能でない論理式となるであろ
う．さらにその他の副産物がある．実際，算術の中では算術の無矛盾性を証明する
ことができないということを示すことができる．そして，これらについての議論は前
述の形式化にもとづいているのである．

1.2 記法

∃!xP (x)は∃x(P (x) ∧ (∀y (P (y) → x = y)))の略である． つまり，性質Pをもつ
対象がたんに存在するだけでなくユニークに存在することを意味している． Aは
式Aのゲーデル数を表わす． Γ ⊢ Aは，Γの有限個の論理式を仮定することにより，
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論理式Aを導くことができることを表わす．
なお，第1および第2不完全性定理は，基礎の論理体系が，NK/LK/Hqのいずれ
であっても成り立つ．

1.3 算術公理

算術公理とは，以下に続く反射・対称・推移・代入の各律，算術の和と積の公
理，数学的帰納法のすべての総称とする．算術公理のすべてをPA(Peano Arith-
metic)で表わす．

公理 1.1

反射律 x = x

対称律 x = y → y = x

推移律 x = y → (x = z → y = z)

代入律 x = y → (A → A[x/y])

ここで，A[x/y]は，論理式Aにおけるxのいくつかの出現をyで置き換えて得られ
る論理式を表わす．たとえば，(x+x = 0)[x/a]は，　x+x = 0, a+x = 0, x+a = 0,
a + a = 0の4通りが可能である．したがって次の4つの論理式は，それぞれ代入法
則の例である．

x = a → (x+ x = 0 → x+ x = 0)

x = a → (x+ x = 0 → a+ x = 0)

x = a → (x+ x = 0 → x+ a = 0)

x = a → (x+ x = 0 → a+ a = 0)

代入律(法則)は，等しいものは置き換えてよいということを述べているに過ぎ
ない．しかし，上の説明で，論理式Aに限量子(∀,∃)があると 少し面倒である．等
式x = yに現われる変数と限量子に束縛されている変数が，たとえ同一変数であっ
てもそれは異なる変数と考えなければならないからである． 束縛変数を書き換え
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てはいけない．たとえば， 論理式x = 2 ∨ (∃x x = 1)に 代入x 7→ 3は適用した結果
は 3 = 2 ∨ (∃x x = 1)である． 3 = 2 ∨ (∃x 3 = 1)としてはいけない．さらには，
書き換えにより置き換わる式の中の変数が束縛されてしまってはならない．たとえ
ば，∃y x = yの自由変数xに式y + 1を代入して ∃y y + 1 = yとしてしまってはならな
い． 置き換わる式y + 1に束縛変数yが現れているからである．このように，代入と
いう操作には微妙な制限があるので， 本来は厳密に定義して，代入法則を定式化
する必要がある．しかし，それらを正確に述べることは省略する．
次に，算術の和と積の公理系と数学的帰納法を併せて，ペアーノの公理という．

公理 1.2 (算術の和と積の公理) すべてのx, yについて以下が成り立つ．

• ¬(0 = sx)

• sx = sy → x = y

• x+ 0 = x

• x+ sy = s(x+ y)

• x× 0 = 0

• x× sy = x× y + x

数学的帰納法とは，すべての自然数が性質Pを持つことを示す論法のひとつで，
次の二つのステップからなる．まず，(1) 0が性質Pを持つことを示し， 次に (2) 任
意の自然数nについて，nがPを持てば，その後続数n+ 1もPを持つことを 示す．こ
の二つのステップ(1)と(2)を実行できたとき，すべての自然数について性 質 Pが成
り立つたつことを帰結する原理である．

公理 1.3 (数学的帰納法) (P (0) ∧ ∀x (P (x) → P (sx))) → ∀x P (x)

数学的帰納法は，自然数の定義そのものと言ってよい．
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1.4 ゲーデル数

0にn個のsの列をつけた1次元的な図形を n̄と書く．

0̄ = 0, 1̄ = s(0), 2̄ = s(s(0)), · · · ,

n̄は算術の項であり，とくに数字という．
ゲーデルは，論理式を数字に対応させて，論理式に関する命題を算術の命題に
翻訳するというアイデアを発明した．このゲーデルコーディングは，当時革命的 な
アイデアであったであろう．しかし，すべてを2進数で表わすコンピュータがありふ
れている 現代のわれわれにとっては，むしろなじみのアイデアである．
項，論理式，証明などの論理学における対象が，一次元的な図形としての数字

として 表現されること； 証明可能性などの概念が，数字の間の関係を表わす算術
の論理式として表現できること；　ゲーデルは，一見なんでもないこれらのコーディ
ングのアイデアの帰結をだれよりもするどく認識していたのであろう．

0 s + × = ( ) , x | ¬ ∧ ∃
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

変数はつぎのようにコーディングする．

x1 x2 x3 · · ·
x x x · · ·

たとえば，論理式¬x = 0のゲーデル数は，つぎのとおりである．

( ¬x = 0 ) = 211 · 39 · 55 · 71 = 881, 798, 400, 000

例 1.1 等式2 + 2 = 4は，形式論理式としては+(s(s(0)), s(s(0))) = s(s(s(s(0))))で
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ある．そのゲーデル数は次のとおりである:

+(s(s(0)), s(s(0))) = s(s(s(s(0)))) =

23 · 36 · 52 · 76 · 112 · 136 · 171 · 197 · 237 · 298 · 312 · 376 · 412 · 436 · 471

537 · 597 · 617 · 675 · 712 · 736 · 792 · 836 · 892 · 976 · 1012 · 1036 · 1071 ·
1097 · 1117 · 1277 · 1317

1.5 証明可能性の算術化

論理に関するさまざまな概念が算術式に翻訳できることをみた． 論理式の列 φ1,
φ2, φ3も，たとえば，2 φ1 · 3 φ2 · 5 φ3 として表わすことができる．証明図も適当
な方法でコーディングできることも明らかであろう．ここでは，ゲーデルコーディン
グのアイデアにもとづいて， 論理式と証明図についての関係を算術化する．
まず，自由変数xをひとつもつ算術命題F (x)で次の性質を持つものを具体的に構
成することができる： xに‘算術の言語における論理式のゲーデル数nを代入する’と
きおよびそのときに限りF (v)が証明可能である．
つぎの重要な例として，2変数x, yの論理式prove(x, y)がある．これは，xがある
証明図のゲーデル数で， yがその証明図の結論の式のゲーデル数であるときおよび
そのときに限り， prove(x, y)が証明可能であるような論理式である． 以下，Fを
算術を含む形式的体系とする．つまり，Fは算術体系PAの公理をすべて含むとす
る．

命題 1.1 証明図とその結論という関係は「表現可能」である． すなわち，ふたつ
の自由変数x, yをもち，次の条件を満たす論理式prove (x, y)が存在して， 任意の数
字pとaについて，次は同値である．

1. PA ⊢ prove(p, a).

2. pはある証明図πのゲーデル数，aはある論理式Aのゲーデル数, であり，か
つπはAの証明図である．

定義 1.1 (ω矛盾) 次のふたつの条件を満たすある論理式Qが 算術を含む形式体
系S中に存在するとき， Sはω矛盾であるという．
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1. ∃xQ(x)が成り立つ.

2. すべての自然数nについて¬Q(n̄)が成り立つ．

Sがω矛盾でないとき，Sをω無矛盾であるという．

prove(y) def= ∃xprove(x, y)と定義する．

定理 1.2 体系Fがω無矛盾ならば，証明可能性は「表現可能」である． すなわ
ち，次が成り立つ．

PA ⊢ prove( B ) ⇐⇒ PA ⊢ B

ただし，Bは，任意の論理式である．

証明 まず，PA ̸⊢ BすなわちBが証明不可能な算術命題であると仮定する．する
と，proveは証明と論理式の関係を表現するから，

PA ⊢¬prove(0̄, B )

PA ⊢¬prove(1̄, B )

PA ⊢¬prove(2̄, B )

PA ⊢¬prove(3̄, B )

...

が成り立つ．つまり任意の自然数nについて PA ⊢ ¬prove(n̄, B )が成り立つ．
したがって，Fのω無矛盾性の仮定から， PA ⊢ ∃xprove(x, B )は成り立たない．
PAが証明可能性を表現するので，さらにPA ⊢ ¬∃xprove(x, B )が成り立つ．すな
わちPA ⊢ ¬prove( B )が得られた． PAは無矛盾であったから，PA ⊢ prove( B )は
成り立たないことが結論された．
次に，PA ⊢ B，すなわちBが証明可能であると仮定する．すると，その証明
図πがある．その証明図のゲーデル数 πをとれば，PA ⊢ prove( π , B )である．ゆ
えに，PA ⊢ ∃y prove(y, B ). すなわち，PA ⊢ prove( B )である．

注意 1.1 PA ⊢ prove( B ) ≡ Bとはいえない．問題 1.1参照．

問題 1.1 一般に次の2条件は同値ではない．反例を示せ．
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1. ⊢ A ≡ B

2. ⊢ A ⇐⇒ ⊢ B

定理 1.3 (Gödelの対角化定理) ϕがただひとつの自由変数xを持つ論理式ならば，
次の条件を満たす論理式Aが存在する．

PA ⊢ A ≡ ϕ( A )

証明 　 σ(v)を論理式ϕ(v( v ))とおく．この正確な意味は，すぐあとで説明する．
すると，ひとつの自由変数をもつ 各論理式θについてPA ⊢ σ( θ ) ≡ ϕ( θ( θ ) ) であ
る．とくに，

PA ⊢ σ( σ ) ≡ ϕ( σ( σ ) )

である．したっがて，A = σ( σ )とおけばよい．
ここで，σを正確に定義しよう．σ(v)

def
= ∃w (ξ(v, w) ∧ ϕ(w))と定義する．　ここ

でξは次の二つの条件を満たす2変数の論理式である．

1. PA ⊢ ∀v∃!w ξ(v, w)

2. PA ⊢ ξ( θ , θ( θ ) )

ξ(v, w)は，自由変数を一つだけ持ちかつvをゲーデル数として持つ 論理式A(=

A(x))に自己適用した結果の論理式A( A )のゲーデル数がwであると いう関係を表
している．すなわち論理式v = A ∧w = A( A )と同値である．このようなξを具体
的に構成することは難しくない．(プログラミング!)
性質1と2，および等号規則を使って形式的にかつ容易に次の事実をに示すこと
ができる．

∃w (ξ( θ , w) ∧ ϕ(w)) ≡ ϕ( θ( θ ) ).

左辺はσ( θ )そのものであるから， PA ⊢ σ( θ ) ≡ ϕ( θ( θ ) )である．

次の性質をもつ文Gをゲーデル文という． PA ⊢ ¬prove( G ) ≡ G. ゲーデル文
を作るには， σ(v)を¬prove(v)として，ゲーデルの対角化定理 1.3を適用すればよ
い．

命題 1.4 ゲーデル文Gは証明不可能である．

不完全性定理-8



証明 PA ⊢ Gとしよう．proveは証明可能性を表現するから， PA ⊢ prove( G )で
ある．一方Gはゲーデル文であるから

PA ⊢ G ≡ ¬prove( G )

である．これとPA ⊢ Gから，PA ⊢ ¬prove( G )がでる．これで矛盾が導かれた．
ゆえに，PA ̸⊢ G.すなわち，GはPAで証明できない．

注意 1.2 G ≡ ¬prove( G )を満たすGは,「自分は証明できない」ということを述べ
ていた．この意味で，Gは真であるが証明は不可能であることがわかった．

命題 1.5 ¬Gは証明不可能である．

証明 PA ⊢ ¬Gとしよう．2重否定律を適用すると， PA ⊢ prove( G )である．
すると，prove(x)は証明可能性を表現したから， PA ⊢ Gである．これは，仮
定PA ⊢ ¬Gと矛盾する．ゆえに ¬Gは証明不可能である．

1.6 第2不完全性定理

Consis def= ∀x¬prove(x, 0 = s(0) )と定義する． 0 = 1が導けないことを意味して
いる．すなわち，Fの無矛盾性を主張している． (ひとつでも，導けない論理式が
存在すればその体系は無矛盾であることに注意．)

定理 1.6 (第2不完全性定理) 算術の無矛盾性は算術の中では証明可能でない．

証明 PA ⊢ Consisと仮定しよう． 第1不完全性定理の証明で，「PAが無矛盾なら
ばゲーデル文Gは 証明できない」ということを実際に証明されている．この証明を
形式化すれば PA ⊢ Consis → Gがいえたことになる．このふたつに, モーダスポー
ネンスを適用すると，PA ⊢ Gをえる．これはゲーデル文Gが証明不可能であること
を示している第1不完全性定理に反する． ゆえに，Consis はPAからは証明不可能
である．

ゲーデルは，第1不完全性定理の証明を実際に形式化して示してはいない． 実際
に実行するのはたいへんな作業といわれていたが，最近，コンピュータを使って 証
明された(シャンカー).
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1.7 表現可能性

第1不完全性定理で重要な役割りを担っていた，論理式prove (x, y) は「論理式と
その証明図」のようなメタな関係を表現していた． 関係が論理式によって表現され
るということは，この解説では， 明示的に使わなかった．しかし，証明をみるとわ
かるように，メタ言語における関係が対象言語である算術言語によって表現され
ることが，第1不完全性定理を引き起こす原因であった．ここで，表現可能性とい
う概念の定義を引用しておこう．

定義 1.2 (表現可能性) 自然数の間の関係Rに対して，任意の自然数mとnについ
て，

R(m,n) ⇐⇒ PA ⊢ R̄(m̄, n̄)

となるような算術の論理式R̄(x, y)が存在するなら， R(m,n)は算術において表現可
能であるという．

表現可能性は，自然数とその間の2項関係だけでなく，一般に ゲーデル数による
コーディングが可能な領域上のn項関係に自明に拡張される．
命題 1.1に示したように，論理式とその証明図という関係は，表現可能であっ
た． ゲーデルは，現代の帰納関数論から見れば，証明可能という性質の表現可能
性を通じて 算術における原始帰納関数というクラスを明確にしたといえる．あるい
は，ゲーデルは原始帰納関数プログラミングで証明可能性述語proveを構成したと
も言える．さらには，ヒルベルトの提案した「証明における有限の立場」を「原始帰
納的」として具体化にとらえたとも言える．
最後に，表現可能な関係の他の具体例をあげる．

命題 1.7 相等関係=は，論理式x = yによって表現可能である．

証明 mとnを二つの自然数として, つぎの同値性を証明すればよい.

m = n ⇐⇒ PA ⊢ m̄ = n̄.

m = nならばPA ⊢ m̄ = n̄であることは, 算術の反射律からすぐ導ける. あとは,
PA ⊢ m̄ = n̄ならば, m = nであることをいえば証明は終わる. それは, k̄ = s(x)なら
ば k > 0かつx = k − 1であることと数学的帰納法を使えば容易である.
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命題 1.8 ‘mがnを割り切る’という関係は論理式 ∃z (x × z = y)により 表現可能で
ある．

問題 1.2 この命題を証明せよ．

もっと一般的に，次の命題が成り立つ．

命題 1.9 帰納的な関係はすべて表現可能である．
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