
進数表現における、数とその各桁の総和の関係
環境情報学部 4 年 石原和音

学籍番号 70050607
t00069ki@sfc.keio.ac.jp

kazuto@kz-soft.com
2006/6/10 2:21

ある数 x の p 進数における各桁の総和を q qn= p−1 ∧ n∈ℕ で割った余りは、
x も q で割った余りに一致することを証明する。

I. ∀m∈ℕ .∀ p∈ℕ . q∈ℕ∧n∈ℕ∧qn=p−1⇒a⋅pm≡a mod q を示す

1. まず、 m=0 のとき a⋅pm=a⋅p0=a⋅1=a より a⋅pm≡a mod q は自明。
∀ p∈ℕ . q∈ℕ∧n∈ℕ∧qn= p−1⇒a⋅pm≡a mod q が成立。

2. m=s のとき ∀ p∈ℕ . q∈ℕ∧n∈ℕ∧qn= p−1⇒a⋅pm≡a mod q が成立すると仮定
する。すなわち ∀ p∈ℕ . q∈ℕ∧n∈ℕ∧qn= p−1⇒a⋅ps≡a mod q

いま、 a⋅ps1
について考えると、

a⋅ps1

=a⋅ps⋅p
=a⋅ps⋅1a⋅ps⋅ p−1
=a⋅psqa⋅ps⋅n 

ただし、 q∈ℕ∧n∈ℕ∧qn= p−1

a⋅ps⋅n は自然数なので、 q a⋅ps⋅n は q の倍数。よって a⋅ps1≡a⋅ps mod q

いま、仮定より a⋅ps≡a mod q だから、 a⋅ps1≡a mod q

m=s1 のときも

∀ p∈ℕ . q∈ℕ∧n∈ℕ∧qn= p−1⇒a⋅pm≡a mod q が成立。

3. 数学的帰納法により、1. 2. から全ての m∈ℕ について

∀ p∈ℕ . q∈ℕ∧n∈ℕ∧qn= p−1⇒a⋅pm≡a mod q が成立。
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II. p 進数での表現

x は p 進数でどのように表記できるだろうか。
x=an p

nan−1 p
n−1⋯a2 p

2a1 p
1a0 p

0

このように、 x は n1 桁の p 進数で“ anan−1⋯a1a0 ”と表す。

前節で、 ∀m∈ℕ .∀ p∈ℕ . q∈ℕ∧n∈ℕ∧qn=p−1⇒a⋅pm≡a mod q が言えた。

そこで、 x=an p
nan−1 p

n−1⋯a2 p
2a1 p

1a0 p
0
の右辺に注目すると、

前節の結果より am⋅p
m≡am mod q であるから、

x
≡an p

nan−1 p
n−1⋯a2 p

2a1 p
1a0 p

0

≡anan−1⋯a2a1a0 mod q

よって、 x を q で割った余りは、各桁の総和を q で割った余りに等しい。(証明終)



III.数値例
以上の証明を具体化してみる。

たとえば、10進数において、ある数 y の各桁の総和 y を q=1 や q=3 や q=9
( qn=10−1=9 )で割ったときの余り y ' は、 y そのものを q=1 や q=3 や q=9 で割っ
たときの余り y ' に一致する。特に、余り y '=0 であるということは、 y も y も割り切れると
いうことである。すなわち、ある数の 10進数における各桁の総和が 1や 3や 9で割り切れるとすれ
ば、ある数自身も、1や 3や 9で割り切れる。具体的には 1025mod 9=125mod 9=8 、

2533mod 9=4=2533mod 9

たとえば、16進数においては、 q=15,5,3,1 などが考えられる。

他にも数値例を多数作成した。

-1 -2 -3 -4 -5 -6 -7 -8 -9 -10 -11 -12 -13 -14 -15 -16 -17 -18 -19 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

47241 17 9A7F 41 16 9 9 16 8 4 2 1 9 10 7 15
81396 7 456210 18 6 0 0 6 3 2 1 4 5 6 2 1 0
28266 4 12321222 15 3 0 0 3 1 1 2 3 2 1 2 2 2
52298 15 10768 22 2 0 0 14 7 2 1 1 0 7 6 8
98339 17 1304B 19 1 0 0 16 8 4 2 1 1 3 0 4 11
19608 13 8C04 24 2 0 0 12 6 4 3 2 1 8 12 0 4
86169 18 EDH3 47 1 0 0 17 1 14 13 17 3
19757 10 19757 29 3 2 2 9 3 1 1 9 7 5 7
96087 5 11033322 15 1 0 0 4 2 1 1 1 0 3 3 3 2 2
55099 8 153473 23 7 2 2 7 1 1 5 3 4 7 3
6199 15 1C84 25 1 0 0 14 7 2 1 1 12 8 4
42096 12 20440 10 11 10 10 11 1 2 0 4 4 0
96072 15 1D6EC 46 7 4 4 14 7 2 1 1 13 6 14 12
11380 7 45115 16 3 1 1 6 3 2 1 4 5 1 1 5
96957 19 E2B0 27 18 9 9 18 9 6 3 2 1 14 2 11 0
6034 2 1011110010010 7 1 0 0 1 1 0 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0
50479 4 30110233 13 1 0 0 3 1 3 0 1 1 0 2 3 3
44849 12 21B55 24 11 2 2 11 1 2 1 11 5 5
449 19 14C 17 2 1 1 18 9 6 3 2 1 1 4 12
2036 12 1218 12 1 0 0 11 1 1 2 1 8
88556 16 159EC 41 15 11 11 15 5 3 1 1 5 9 14 12
15836 19 25G9 32 9 5 5 18 9 6 3 2 1 2 5 16 9
41388 6 515340 18 1 0 0 5 1 5 1 5 3 4 0
88809 7 516630 21 6 3 3 6 3 2 1 5 1 6 6 3 0
85595 2 10100111001011011 10 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 1 1 0 0 1 0 1 1 0 1 1
94238 12 46652 23 11 1 1 11 1 4 6 6 5 2
72827 3 10200220022 11 2 1 1 2 1 1 0 2 0 0 2 2 0 0 2 2
68966 9 114538 22 2 0 0 8 4 2 1 1 1 4 5 3 8
98468 19 E6EA 44 2 0 0 18 9 6 3 2 1 14 6 14 10
65341 10 65341 19 1 0 0 9 3 1 6 5 3 4 1
21189 15 6429 21 1 0 0 14 7 2 1 6 4 2 9
66409 7 364420 19 1 0 0 6 3 2 1 3 6 4 4 2 0
95922 19DIDA 54 1 0 0 18 9 6 3 2 1 13 18 13 10
51459 18 8EEF 51 17 0 0 17 1 8 14 14 15
83835 14 227A3 24 13 11 11 13 1 2 2 7 10 3
46146 15DA16 30 7 2 2 14 7 2 1 13 10 1 6
61722 9 103600 10 2 0 0 8 4 2 1 1 0 3 6 0 0
15027 17 30GG 35 4 3 3 16 8 4 2 1 3 0 16 16
82293 16 14175 18 5 3 3 15 5 3 1 1 4 1 7 5
67053 17DB05 29 2 1 1 16 8 4 2 1 13 11 0 5
98754 2 11000000111000010 6 1 0 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 0 1 0
58758 15 12623 14 2 0 0 14 7 2 1 1 2 6 2 3
24304 9 36304 16 8 0 0 8 4 2 1 3 6 3 0 4
8332 16 208C 22 15 7 7 15 5 3 1 2 0 8 12
12253 15 396D 31 1 0 0 14 7 2 1 3 9 6 13
88494 16 159AE 39 1 0 0 15 5 3 1 1 5 9 10 14
77731 2 10010111110100011 10 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1 1
60178 16 EB12 28 1 0 0 15 5 3 1 14 11 1 2
223 2 11011111 7 1 0 0 1 1 1 0 1 1 1 1 1

54391 19 7HCD 49 3 1 1 18 9 6 3 2 1 7 17 12 13
9552 2 10010101010000 5 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 0 1 0 1 0 0 0 0
19358 5 1104413 14 1 0 0 4 2 1 1 1 0 4 4 1 3
29264 7 151214 14 1 0 0 6 3 2 1 1 5 1 2 1 4
36020 10 36020 11 3 2 2 9 3 1 3 6 0 2 0
93002 10 93002 14 9 5 5 9 3 1 9 3 0 0 2
80279 18DDDH 56 17 5 5 17 1 13 13 13 17
23804 15 70BE 32 7 4 4 14 7 2 1 7 0 11 14
87075 5 10241300 11 4 3 3 4 2 1 1 0 2 4 1 3 0 0
36002 3 1211101102 10 2 0 0 2 1 1 2 1 1 1 0 1 1 0 2
62210 18AC02 24 1 0 0 17 1 10 12 0 2
47000 5 3001000 4 2 0 0 4 2 1 3 0 0 1 0 0 0
5249 11 3A42 19 2 1 1 10 5 2 1 3 10 4 2
33994 20 44JE 41 1 0 0 19 1 4 4 19 14
63232 4 33130000 10 1 0 0 3 1 3 3 1 3 0 0 0 0
1328 14 6AC 28 13 2 2 13 1 6 10 12
42941 3 2011220102 11 1 0 0 2 1 2 0 1 1 2 2 0 1 0 2
336 6 1320 6 5 1 1 5 1 1 3 2 0

81604 19BH0I 46 2 0 0 18 9 6 3 2 1 11 17 0 18
27024 12 13780 19 1 0 0 11 1 1 3 7 8 0
24411 3 1020111010 7 2 1 1 2 1 1 0 2 0 1 1 1 0 1 0
77343 4 102320133 15 1 0 0 3 1 1 0 2 3 2 0 1 3 3
95111 20BHFB 54 19 16 16 19 1 11 17 15 11
26514 19 3G89 36 1 0 0 18 9 6 3 2 1 3 16 8 9
84991 15 1A2B1 25 2 1 1 14 7 2 1 1 10 2 11 1
81134 6 1423342 19 5 4 4 5 1 1 4 2 3 3 4 2
39063 18 6CA3 31 1 0 0 17 1 6 12 10 3
92953 17 11FAE 41 8 1 1 16 8 4 2 1 1 1 15 10 14
98013 20C50D 30 1 0 0 19 1 12 5 0 13
83361 16 145A1 21 15 6 6 15 5 3 1 1 4 5 10 1
73535 16 11F3F 35 15 5 5 15 5 3 1 1 1 15 3 15
70965 3 10121100100 7 1 0 0 2 1 1 0 1 2 1 1 0 0 1 0 0
5042 17 107A 18 8 2 2 16 8 4 2 1 1 0 7 10
83017 10 83017 19 3 1 1 9 3 1 8 3 0 1 7

x (10進表記)
ランダムな整数

p
p進数 x (p進表記)

X 
各桁の総和

q
p-1 の約数

x mod q
q で割った余り

X mod q
q で割った余り Q候補 Xの各桁 (10進表記)



IV.応用
上記の性質は以下のようなことに応用できる。

手計算を簡単にする

これはよく知られた性質であるが、10進数を 3 や 9 で割った余りを求めたいとき、各桁の
総和を 3 や 9 で割った余りを求めればよい。10進数が割り切れるかどうか調べるためには、
余りが 0 であるかどうかを調べればよい。 3 や 9 で成立するのは、 10−1 の約数だから
である。ちなみに 1 で割った余りは必ず 0 であるので、意味がない。

同様に、16進数を( 16−1 の約数である) 1,3,5,15 で割った余りを求めたいとき、各桁の総
和を 1,3,5,15 で割った余りを求めればよい。

計算機における多倍長演算での応用

多倍長演算とは、計算機において、とても大きな数を扱いたいとき、それをCPUで直接扱える
(8bit、16bit、32bit、64bitなどの)細かい単位に分けて計算を行う算法である。多倍長演算は、進
数表現による計算の一種であるととらえることができる。たとえば、8bitを一桁とみて、 28=256
進数として計算している、と考えられる。同様に 64bitを単位とした多倍長演算ならば、64bitを一
桁と見て 264=18446744073709551616 進数†として計算している、と考えられる。この考え方は、

我々が 10進数で筆算を行うときと本質的に同じである。

さて、多倍長演算で、上記の性質はどのように応用できるだろうか。

たとえば 28=256 進数の多倍長演算において、 q∈{1, 3,5, 15,17, 51,85, 255} ††で巨大な

数 x を割った余りが欲しいとき、 x を直接割って余りを求めるのではなく、各桁の合計を
1, 3,5, 15,17, 51,85, 255 で割った余りを使えばよい。

同様に、たとえば 264
進数の多倍長演算において、

q∈{1, 3,5, 15,17, 51,85, 255, 257,⋯,6148914691236517205,18446744073709551615} †††

などで x を割った余りが欲しいとき、各桁の合計を割った余りを使えばよい。

特に、受動的にこの性質を利用するのではなく、何らかの数 r の剰余をとる必要があるアル
ゴリズムにおいて、積極的に r=q , q∈{∣は p−1の約数 } を選ぶとよい。

また、 x が非常に大きいときは、各桁の剰余(余り)の総和の剰余をとれば、更に効率的にな
るだろう。

性質を逆に利用する

p−1 が素数であれば、逆に p 進数ではこのような剰余の効率的な計算が出来ないという
ことになる。暗号・認証などに対する、この性質を使った攻撃を避け、計算の困難さを維持すること

ができるかもしれない。現代では計算機において暗号・認証が行われることを考えれば、先ほどの

多倍長演算と関連して考え、メルセンヌ素数 2u−1= p−1 となるような p=2u を選ぶことが考
慮されるだろう。

† いくらなんでも巨大すぎてイメージしづらい。

†† 28−1=255 の約数である。

††† 264−1 の約数の一部である。
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