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不動点定理

• 定理：連続関数 𝑓: 𝐷 → 𝐷 は最小不動点を持つ．
• 𝑓 の不動点 𝑢 ⟺ 𝑓 𝑢 = 𝑢
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• 証明:

• ⊥ ⊑ 𝑓 ⊥

• fix: 𝐷 → 𝐷 → 𝐷

• fix 𝑓 = ⊔𝑖=0
∞ 𝑓𝑖 ⊥

• これも連続

• ⊔𝑖=0
∞ 𝑓𝑖 ⊥ が最小不動点である．

• 𝑓 ⊔𝑖=0
∞ 𝑓𝑖 ⊥

• 任意の不動点 𝑢 = 𝑓 𝑢 に対して

• 𝑓𝑖 ⊥ ⊑ 𝑢

⊑ 𝑓 𝑓 ⊥ ⊑ 𝑓3 ⊥ ⊑ 𝑓4 ⊥ ⊑ ⋯ ⊑ 𝑓𝑖 ⊥ ⊑ ⋯

𝑓(⊥) ⊑ 𝑓 𝑓 ⊥

=⊔𝑖=1
∞ 𝑓𝑖 ⊥ =⊔𝑖=0

∞ 𝑓𝑖 ⊥

• ⊥⊑ 𝑢 • 𝑓 ⊥ ⊑ 𝑓 𝑢 = 𝑢

• したがって，⊔𝑖=0
∞ 𝑓𝑖 ⊥ ⊑ 𝑢.

• 𝑓2 ⊥ ⊑ 𝑓 𝑢 = 𝑢

不動点

最小不動点



不動点意味論

• 再帰プログラムは分かりにくい？
• fact 𝑥 ≡ if 𝑥 = 0 then 1 else 𝑥 × fact(𝑥 − 1)
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• fact: 𝑁⊥ → 𝑁⊥
• fact = λ𝑥. cond 𝑥 = 0, 1, 𝑥 × fact 𝑥 − 1

• fact は次の関数 𝐹 の不動点

• 𝐹: 𝑁⊥ → 𝑁⊥ → 𝑁⊥ → 𝑁⊥

• 𝐹 𝑓 = λ𝑥. cond 𝑥 = 0, 1, 𝑥 × 𝑓 𝑥 − 1

• fact を 𝐹 の最小不動点として理解する．

• 𝐹 ⊥ =

• 𝐹2 ⊥ =

• 𝐹3 ⊥ =

• ⋮

• fix 𝐹 =⊔𝑛=0
∞ 𝐹𝑛 ⊥



fact = fix 𝐹 =⊔𝑛=0
∞ 𝐹𝑛 ⊥

• 𝐹 𝑓 = λ𝑥. cond 𝑥 = 0, 1, 𝑥 × 𝑓 𝑥 − 1
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• 𝐹 ⊥ =

• 𝐹2 ⊥ =



fact = fix 𝐹 =⊔𝑛=0
∞ 𝐹𝑛 ⊥
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• 𝐹𝑛+1 ⊥ =

• 𝐹3 ⊥ =

• 𝐹𝑛 ⊥ =

• fact =⊔𝑛=0
∞ 𝐹𝑛 ⊥ =



例１
• 𝑔 𝑥 ≡ if 𝑥 = 0 then 1 else 𝑔(𝑥 − 1)
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• 𝑔 ≡ 𝜆𝑥. cond 𝑥 = 0,1, 𝑔 𝑥 − 1

• 𝑔は 𝐺(𝑔) ≡ 𝜆𝑥. cond 𝑥 = 0,1, 𝑔 𝑥 − 1 の不動点

• 𝑔 =⊔𝑛=0
∞ 𝐺𝑛 ⊥

• 𝐺 ⊥ =

• 𝐺2 ⊥ =

• 𝐺3 ⊥ =

• 𝐺𝑛 ⊥ =

• 𝑔 =⊔𝑛=0
∞ 𝐺𝑛 ⊥ =



例２
• ℎ 𝑥 ≡ if 𝑥 = 0 then 1 else ℎ(𝑥)
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• ℎ ≡ 𝜆𝑥. cond 𝑥 = 0,1, ℎ 𝑥

• ℎは 𝐻(ℎ) ≡ 𝜆𝑥. cond 𝑥 = 0,1, ℎ 𝑥 の不動点

• ℎ =⊔𝑛=0
∞ 𝐻𝑛 ⊥

• 𝐻 ⊥ =

• 𝐻2 ⊥ =

• 𝐻3 ⊥ =

• 𝐻𝑛 ⊥ =

• ℎ =⊔𝑛=0
∞ 𝐻𝑛 ⊥ =



まとめ

• 不動点
• 不動点定理

• 再帰的関数の不動点意味論
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