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再帰関数の不動点意味論（例）

• 次の再帰的関数が何を計算するかを求めなさい．

• 𝑓 𝑥 ≡ cond 𝑥 > 100, 𝑥 − 10, 𝑓 𝑓 𝑥 + 11
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プログラミング言語の意味

• プログラミング言語の構文
• BNF（あるいは文脈自由文法）を使って形式的に定義されることが多い
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• プログラミング言語の意味
• 自然言語で説明されることが多く，あいまいである

• 形式的意味

• 公理的意味

• プログラムを論理式の中に埋め込む

• 操作的意味

• プログラムを別の良くわかっているシステムで模倣する

• 表示的意味

• プログラムを数学的対象として埋め込む



Whileプログラム

• Whileプログラム
• input(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)

• output(𝑦)

• 𝑥:= 𝑒

• {𝑃1; 𝑃2; ⋯ ; 𝑃𝑛}

• if (𝑒1 = 𝑒2) then 𝑃 else 𝑄

• while (𝑒1 = 𝑒2) 𝑃
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while

プログラム

𝑥 ≔ 1

𝑥

while(x=1)

x:=x+1

𝐷

表示

∙

∙

𝑥 + 1
∙
∙



式の表示

• 式の抽象構文 𝑒 ∈ Exp
• 𝑛 ∈ 𝑁

• 𝑒 ∷= 𝑛 𝑒1 + 𝑒2 𝑒1 − 𝑒2 𝑒1 ∗ 𝑒2 𝑒1 / 𝑒2
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Exp

1

1 + 2 ∗ 3

2 + 1

𝑁

1
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表示

ℰ

• ℰ 𝑛 = 𝑛

• ℰ 𝑒1 + 𝑒2 = ℰ 𝑒1 + ℰ 𝑒2

• ℰ 𝑒1 − 𝑒2 = ℰ 𝑒1 − ℰ 𝑒2

• ℰ 𝑒1 ∗ 𝑒2 = ℰ 𝑒1 × ℰ 𝑒2

• ℰ 𝑒1 / 𝑒2 = ℰ 𝑒1 ÷ ℰ 𝑒2



変数付き式の表示
• 変数付き式の抽象構文 𝑒 ∈ Exp

• 𝑛 ∈ 𝑁

• 𝑣 ∈ Var

• 𝑒 ∷= 𝑛 | 𝑣 𝑒1 + 𝑒2 𝑒1 − 𝑒2 𝑒1 ∗ 𝑒2 𝑒1 / 𝑒2
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• ℰ 𝑛 𝜎 = 𝑛 • ℰ 𝑒1 + 𝑒2 𝜎 = ℰ 𝑒1 𝜎 + ℰ 𝑒2 𝜎

• ℰ 𝑒1 − 𝑒2 𝜎 = ℰ 𝑒1 𝜎 − ℰ 𝑒2 𝜎

• ℰ 𝑒1 ∗ 𝑒2 𝜎 = ℰ 𝑒1 𝜎 × ℰ 𝑒2 𝜎

• ℰ 𝑒1 / 𝑒2 𝜎 = ℰ 𝑒1 𝜎 ÷ ℰ 𝑒2 𝜎

• 𝑒 ∈ Expの表示は現在の変数の値に依存する

• 状態 𝑆
• 𝑆 = [Var⊥ → 𝑁⊥]
• 𝜎 ∈ 𝑆 は変数を値に対応させる

𝑥

𝑦
𝑎

1

5

⊥

𝜎Var⊥ 𝑁⊥

• Expの表示
• ℰ ∈ Exp → 𝑆 → 𝑁⊥

• ℰ 𝑣 𝜎 = 𝜎 𝑣



文の表示

• 文の抽象構文 𝑐 ∈ Cmd
• 𝑐 ∷= null 𝑥 ≔ 𝑒 if 𝑒1 = 𝑒2 𝑐1 else 𝑐2 while 𝑒1 = 𝑒2 𝑐 𝑐1; 𝑐2
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• 𝒞 null 𝜎 = 𝜎

𝒞 𝑐
𝑆 𝑆

• Cmdの表示

• 𝒞 ∈ Cmd → 𝑆 → 𝑆

• 𝒞 𝑐1; 𝑐2 𝜎 = 𝒞 𝑐2 𝒞 𝑐1 𝜎

• 𝒞 𝑐1; 𝑐2 = 𝒞 𝑐2 ∘ 𝒞 𝑐1

𝒞 𝑐1
𝑆 𝑆

𝒞 𝑐2
𝑆

𝒞 𝑐1; 𝑐2

• 𝒞 𝑥 ≔ 𝑒 𝜎 = 𝜎[ℰ 𝑒 𝜎/𝑥] 𝜎 𝑛/𝑥 𝑦 =
𝑛

𝜎 𝑦

(𝑦 = 𝑥 のとき)

(それ以外)

• 𝒞 if 𝑒1 = 𝑒2 𝑐1 else 𝑐2 𝜎 = cond ℰ 𝑒1 𝜎 = ℰ 𝑒2 𝜎, 𝒞 𝑐1 𝜎, 𝒞 𝑐2 𝜎



文の表示（つづき）
• 𝒞 while 𝑒1 = 𝑒2 𝑐 𝜎
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= cond ℰ 𝑒1 𝜎 = ℰ 𝑒2 𝜎, 𝒞 𝑐;while 𝑒1 = 𝑒2 𝑐 𝜎, 𝒞 null 𝜎

• while 𝑒1 = 𝑒2 𝑐 ≡ if 𝑒1 = 𝑒2 𝑐;while 𝑒1 = 𝑒2 𝑐 else null

• 𝒞 while 𝑒1 = 𝑒2 𝑐 𝜎 = 𝒞 if 𝑒1 = 𝑒2 𝑐;while 𝑒1 = 𝑒2 𝑐 else null 𝜎

= cond ℰ 𝑒1 𝜎 = ℰ 𝑒2 𝜎, 𝒞 while 𝑒1 = 𝑒2 𝑐 𝒞 𝑐 𝜎 , 𝜎

• 𝒞 while 𝑒1 = 𝑒2 𝑐 は次の式の不動点である

• 𝜆𝑤. 𝜆𝜎. cond ℰ 𝑒1 𝜎 = ℰ 𝑒2 𝜎, 𝑤 𝒞 𝑐 𝜎 , 𝜎

• 𝒞 while 𝑒1 = 𝑒2 𝑐 = 𝜆𝜎. cond ℰ 𝑒1 𝜎 = ℰ 𝑒2 𝜎, 𝒞 while 𝑒1 = 𝑒2 𝑐 𝒞 𝑐 𝜎 , 𝜎

• 𝒞 while 𝑒1 = 𝑒2 𝑐 = fix 𝜆𝑤. 𝜆𝜎. cond ℰ 𝑒1 𝜎 = ℰ 𝑒2 𝜎, 𝑤 𝒞 𝑐 𝜎 , 𝜎

fix(𝑓) ≡ ⊔𝑖=0
∞ 𝑓𝑖 ⊥



文の表示（まとめ）

• 文の抽象構文 𝑐 ∈ Cmd
• 𝑐 ∷= null 𝑥 ≔ 𝑒 if 𝑒1 = 𝑒2 𝑐1 else 𝑐2 while 𝑒1 = 𝑒2 𝑐 𝑐1; 𝑐2
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• 𝒞 null 𝜎 = 𝜎

𝒞 𝑐
𝑆 𝑆

• Cmdの表示

• 𝒞 ∈ Cmd → 𝑆 → 𝑆

• 𝒞 𝑐1; 𝑐2 = 𝒞 𝑐2 ∘ 𝒞 𝑐1

• 𝒞 𝑥 ≔ 𝑒 𝜎 = 𝜎[ℰ 𝑒 𝜎/𝑥]

• 𝒞 if 𝑒1 = 𝑒2 𝑐1 else 𝑐2 𝜎 = cond ℰ 𝑒1 𝜎 = ℰ 𝑒2 𝜎, 𝒞 𝑐1 𝜎, 𝒞 𝑐2 𝜎

• 𝒞 while 𝑒1 = 𝑒2 𝑐 = fix 𝜆𝑤. 𝜆𝜎. cond ℰ 𝑒1 𝜎 = ℰ 𝑒2 𝜎, 𝑤 𝒞 𝑐 𝜎 , 𝜎



継続

• 副作用を扱うのが難しい
• 𝒞 𝑥 ≔ 𝑒 𝜎 = 𝜎[ℰ 𝑒 𝜎/𝑥]
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𝒞 𝑐 continuation

𝑆 𝑆

continuation

𝑆 𝑆

• 継続とは
• 残りの計算を表す

• 𝐶 = 𝑆 → 𝑆

• 𝒞 𝑐
• 残りの計算を受け取り

• 𝑐 を含んだ計算を返す

• 𝒞 𝑐 ∈ 𝐶 → 𝐶

• ℰ 𝑒 ∈ 𝐾 → 𝐶
• 𝐾 = 𝑁⊥ → 𝐶

• 𝐾 は式の継続

𝒞 𝑐
𝑆 → 𝑆 𝑆 → 𝑆

ℰ 𝑒
𝑁⊥ → 𝑆 → 𝑆 𝑆 → 𝑆



継続を使った文の表示

• 文の抽象構文 𝑐 ∈ Cmd
• 𝑐 ∷= null 𝑥 ≔ 𝑒 if 𝑒1 = 𝑒2 𝑐1 else 𝑐2 while 𝑒1 = 𝑒2 𝑐 𝑐1; 𝑐2
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• 𝒞 null 𝜃 = 𝜃

𝒞 𝑐
𝑆 → 𝑆 𝑆 → 𝑆

• Cmdの表示
• 𝐶 = 𝑆 → 𝑆

• 𝒞 ∈ Cmd → 𝐶 → 𝐶

• 𝒞 𝑐1; 𝑐2 𝜃 = 𝒞 𝑐1 𝒞 𝑐2 𝜃

• 𝒞 𝑥 ≔ 𝑒 𝜃 = ℰ 𝑒 𝜆𝑛. 𝜆𝜎. 𝜃 𝜎[𝑛/𝑥]

• 𝒞 if 𝑒1 = 𝑒2 𝑐1 else 𝑐2 𝜃 = ℰ 𝑒1 𝜆𝑛1. ℰ 𝑒2 𝜆𝑛2. cond 𝑛1 = 𝑛2, 𝒞 𝑐1 𝜃, 𝒞 𝑐2 𝜃

• 𝒞 while 𝑒1 = 𝑒2 𝑐 = fix 𝜆𝑤. 𝜆𝜃. ℰ 𝑒1 𝜆𝑛1. ℰ 𝑒2 𝜆𝑛2. cond 𝑛1 = 𝑛2, 𝒞 𝑐 𝑤 𝜃 , 𝜃

• 𝒞 𝑐 𝜃𝜎 = 𝜃 𝜎′

• 文 𝑐 を状態 𝜎 で実行すると，状態が 𝜎′ となり，継続 𝜃 に渡される



継続を使った式の表示
• 式の抽象構文 𝑒 ∈ Exp

• 𝑛 ∈ 𝑁

• 𝑣 ∈ Var

• 𝑒 ∷= 𝑛 | 𝑣 𝑒1 + 𝑒2 𝑒1 − 𝑒2 𝑒1 ∗ 𝑒2 𝑒1 / 𝑒2
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• ℰ 𝑛 𝜅𝜎 = 𝜅(𝑛)(𝜎)

• ℰ 𝑒1 + 𝑒2 𝜅𝜎 = ℰ 𝑒1 𝜆𝑛1. ℰ 𝑒2 𝜆𝑛2. 𝜅 𝑛1 + 𝑛2 𝜎

• Expの表示
• ℰ ∈ Exp → 𝐾 → 𝐶

• 𝐾 = 𝑁⊥ → 𝐶

• ℰ 𝑣 𝜅𝜎 = 𝜅 𝜎 𝑣 𝜎

• ℰ 𝑣 + + 𝜅𝜎 = 𝜅 𝜎 𝑣 𝜎[𝜎 𝑣 + 1/𝑣]

• ℰ 𝑒 𝜅𝜎 = 𝜅 𝑛 𝜎′
• 状態 𝜎 で式 𝑒値を計算し，その結果 𝑛 を更新された状態 𝜎′ とともに 𝜅 に渡す

| 𝑣 + +



𝜆式の領域
• 𝐷 ≅ 𝐷 → 𝐷 となる領域 𝐷 を構成する

• 𝐷0 = ∙ ⊥

• 𝐷1 = 𝐷0 → 𝐷0
• 𝐷2 = 𝐷1 → 𝐷1
• ⋯

• 𝐷𝑛+1 = 𝐷𝑛 → 𝐷𝑛
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• 𝐷∞ = 𝑑0, 𝑑1, ⋯ , 𝑑𝑛, ⋯ 𝑑𝑛 ∈ 𝐷𝑛 , 𝜋𝑛 𝑑𝑛+1 = 𝑑𝑛}

• 𝐷𝑛 ⊲ 𝐷∞
• 𝐷∞ ≅ D∞ → 𝐷∞

• 𝐷0 ⊲ 𝐷1 ⊲ 𝐷2 ⊲ 𝐷3⋯ ⊲ 𝐷𝑛 ⊲ ⋯

• 𝜋0 ∈ 𝐷1 → 𝐷0 = 𝐷0 → 𝐷0 → 𝐷0 𝜋0 𝑑1 = 𝑑1 ⊥𝐷0

• 𝜄0 ∈ 𝐷0 → 𝐷1 = 𝐷0 → 𝐷0 → 𝐷0 𝜄0 𝑑0 = 𝜆𝑥1 ∈ 𝐷0. 𝑑0

• 𝜋𝑛 ∈ 𝐷𝑛+1 → 𝐷𝑛 = 𝐷𝑛 → 𝐷𝑛 → 𝐷𝑛 𝜋𝑛 𝑑𝑛+1 = 𝜋𝑛−1 ∘ 𝑑𝑛+1 ∘ 𝜄𝑛−1

𝐷0 𝐷1

𝜋0

𝜄0

𝐷𝑛 𝐷𝑛+1𝐷𝑛−1
𝜋𝑛

𝑑𝑛+1∈

𝐷𝑛

𝑑𝑛+1

𝐷𝑛−1

𝜄𝑛−1

𝜋𝑛−1 𝜄𝑛
𝐷𝑛+1

𝑑𝑛

∈

𝑑𝑛

• 𝜄𝑛 ∈ 𝐷𝑛 → 𝐷𝑛+1 = 𝐷𝑛 → 𝐷𝑛 → 𝐷𝑛 𝜄𝑛 𝑑𝑛 = 𝜄𝑛−1 ∘ 𝑑𝑛 ∘ 𝜋𝑛−1



𝜆式の表示
• 𝜆式の抽象構文 𝑀 ∈ Λ

• 𝑥 ∈ Var

• 𝑀 ∷= 𝑥 | 𝜆𝑥.𝑀 | 𝑀1 𝑀2
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• 𝐷∞ ≅ D∞ → 𝐷∞
• 𝜋 ∈ 𝐷∞ → 𝐷∞ → 𝐷∞
• 𝜄 ∈ 𝐷∞ → 𝐷∞ → 𝐷∞

• 𝜆式の表示
• 𝜎 ∈ 𝑆 = Var → 𝐷∞
• ℒ ∈ Λ → 𝑆 → 𝐷∞

• ℒ 𝑥 𝜎 = 𝜎 𝑥

• ℒ 𝜆𝑥.𝑀 𝜎 = 𝜋 𝜆𝑣 ∈ 𝐷∞. ℒ 𝑀 𝜎[𝑣/𝑥]

• ℒ 𝑀1 𝑀2 𝜎 = 𝜄 ℒ 𝑀1 𝜎 ℒ 𝑀2 𝜎
ℒ 𝑌 𝜎 = 𝜋 𝜆𝑣 ∈ 𝐷∞. fix 𝜄 𝑣



まとめ

• プログラミング言語の意味
• 公理的意味

• 操作的意味

• 表示的意味

• 表示的意味
• 意味関数（表示）

• 継続

• 𝐷∞
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