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前回まで
• 計算可能性

• whileプログラムとフローチャートは同じ計算能力を持つ．

• 原始帰納的関数
• 𝑧𝑒𝑟𝑜 ∶ 𝑁0 → 𝑁 𝑧𝑒𝑟𝑜() = 0

• 𝑠𝑢𝑐 ∶ 𝑁 → 𝑁 𝑠𝑢𝑐(𝑥) = 𝑥 + 1

• 𝜋𝑖
𝑛 ∶ 𝑁𝑛 → 𝑁 𝜋𝑖

𝑛 𝑥1, … , 𝑥𝑛 = 𝑥𝑖
• 原始帰納法

• 𝑓 𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑧𝑒𝑟𝑜() = 𝑔(𝑥1, … , 𝑥𝑛)

• 𝑓 𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑠𝑢𝑐 𝑦 = ℎ(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑦, 𝑓 𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑦 )

• 関数合成

• 𝑓 𝑥1, , … , 𝑥𝑛 = 𝑔(ℎ1 𝑥1, , … , 𝑥𝑛 , … , ℎ𝑚 𝑥1, , … , 𝑥𝑛 )

• 原始帰納的関数の例：
• one, pred, add, sub, mul, div, ...
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原始帰納的関数の計算

• 定理：
• 原始帰納的関数は計算可能である．
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input()

𝑧 ≔ 0

output(𝑧)

𝑧𝑒𝑟𝑜

input(𝑥)

𝑥 ≔ 𝑥 + 1

output(𝑥)

𝑠𝑢𝑐

input(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)

output(𝑥𝑖)

𝜋𝑖
𝑛

• 証明：
• 𝑧𝑒𝑟𝑜, 𝑠𝑢𝑐, 𝜋𝑖

𝑛 は計算可能である．



原始帰納的関数の計算
• 原始帰納的関数の合成は計算可能である．

𝑓 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 = 𝑔 ℎ1 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 , … , ℎ𝑚 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛
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input(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)

𝑧 ≔ 𝑔(𝑦1, … , 𝑦𝑚)

𝑦1 ≔ ℎ1 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛

output(𝑧)

𝑦2 ≔ ℎ2 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛

𝑦𝑚 ≔ ℎ𝑚 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛



原始帰納的関数の計算
• 原始帰納法は計算可能である．

• 𝑓 𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑧𝑒𝑟𝑜() = 𝑔(𝑥1, … , 𝑥𝑛)

• 𝑓 𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑠𝑢𝑐 𝑦 = ℎ(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑦, 𝑓 𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑦 )
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input(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛, 𝑦)

𝑓 ≔ 𝑔(𝑥1, … , 𝑥𝑛)

𝑧 ≔ 0

𝑧 = 𝑦
yes

no

𝑓 ≔ ℎ(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑧, 𝑓)

𝑧 ≔ 𝑧 + 1

output(𝑓)



計算可能な関数は原始帰納的関数か？

• 原始帰納的関数は全域的関数である．
• 全域的 = 入力に対して，出力が必ずある．
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• 全域的でコンピュータで計算可能だが，原
始帰納的でない関数もある．
• アッカーマン関数 𝐴:𝑁2 → 𝑁

• 𝐴 0, 𝑦 = 𝑠𝑢𝑐(𝑦)

• 𝐴 𝑠𝑢𝑐(𝑥), 0 = 𝐴 𝑥, 𝑠𝑢𝑐(0)

• 𝐴 𝑠𝑢𝑐(𝑥), 𝑠𝑢𝑐(𝑦) = 𝐴 𝑥, 𝐴 𝑠𝑢𝑐(𝑥), 𝑦

• コンピュータが計算する関数は全域的関数と
は限らない．
• 部分的関数であることもある．

• 部分的 = 入力に対して出力がないことがある．

• 計算可能な関数は原始帰納的関数より広い．

input(𝑥)

𝑦 ≔ 0

𝑦 = 𝑥
yes

no

𝑦 ≔ 𝑦 + 2 output(𝑧)

𝑧 ≔ 0

𝑧 ≔ 𝑧 + 1



最小解関数
• 定義：

• 述語 𝑃:𝑁𝑛+1 → T, F に対して

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛) = min 𝑦 𝑝 𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑦 is True )
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• 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛)は 𝑃(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑦)が真となる最小の 𝑦

• 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛)は述語 𝑃(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑦)の最小解関数とよばれ，次のように書かれる．

𝜇𝑦 𝑝 𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑦

• 𝜇 は最小解演算子とよばれる．

• 例：
• 𝑓 𝑥 = 𝜇𝑦 𝑥 = 𝑦 × 2

• 𝑔 𝑥 = 𝜇𝑦 𝑥 = 𝑦2

𝑓 2 = 𝑓 3 =

𝑔 4 = 𝑔 5 =



帰納的関数

• 帰納的関数（recursive function）
• 原始帰納的関数

• 原始帰納的述語に対する最小解関数

• 帰納的関数の合成
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• 帰納的関数は
• 原始帰納的関数 + 最小解演算子



帰納的⇒計算可能
• 定理：帰納的関数は計算可能である．

• 証明：
• 原始帰納的関数は計算可能なので，最小解関数の場合だけを示せばよい．
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𝑓 𝑥1, … , 𝑥𝑛 = 𝜇𝑦 𝑝 𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑦

input(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)

𝑦 ≔ 0

𝑧 = 0

yes

no

𝑦 ≔ 𝑦 + 1
output(𝑦)

𝑧 ≔ 𝐶𝑝(𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑦)



Gödel関数
• Gödel関数 𝐺:𝑁𝑛 → 𝑁 とその逆関数 𝐺1: 𝑁 → 𝑁,… , 𝐺𝑛: 𝑁 → 𝑁 は
次の性質を持たなくてはいけない．
• 𝐺 は1対1関数（単射）

• 𝐺𝑖 𝐺 𝑥1, … , 𝑥𝑛 = 𝑥𝑖
• 𝐺, 𝐺1, … , 𝐺𝑛 は原始帰納的関数
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• 𝐺 𝑥1, … , 𝑥𝑛 を 𝑥1, … , 𝑥𝑛 のGödel数とよぶ．

• 例:
• 𝐺 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛 = 2𝑥1 × 3𝑥2 ×⋯× 𝑝𝑛

𝑥𝑛 (ここで 𝑝𝑛 は 𝑛番目の素数)

• 𝐺1 𝑥 = 𝑥 − 𝜇𝑦<𝑥 divisible 𝑥, 2𝑥−𝑦

• 𝐺2 𝑥 = 𝑥 − 𝜇𝑦<𝑥 divisible 𝑥, 3𝑥−𝑦

⋮

• 𝐺𝑛 𝑥 = 𝑥 − 𝜇𝑦<𝑥 divisible 𝑥, 𝑝𝑛
𝑥−𝑦



計算可能⇒帰納的

• 定理： 計算可能な関数は帰納的関数である．
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• 証明：
• 任意のwhileプログラムは次の形に書き換えることができる．

input(𝑥1, … , 𝑥𝑛);

𝑎 ≔ 1;

while (𝑎 − 𝑘 = 0) {

if (𝑎 = 1) 𝑃1;

else if (𝑎 = 2) 𝑃2;

else if (𝑎 = 3) 𝑃3;

⋮

else if (𝑎 = 𝑘) 𝑃𝑘;

}

output(𝑦)

ここで 𝑃𝑖 は代入文か条件文



証明 (cont.)
• プログラムに出てくるすべての変数を 𝑎1, … , 𝑎𝑛 とする．

• 𝑎1 を箱の番号を表す変数とする．
• 個々の変数の代わりに 𝑏 = 𝐺 𝑎1, … , 𝑎𝑛 を使う．
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• 𝑃𝑖 が代入文「 𝑎𝑚 ≔ 𝑓 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ; 𝑎1 ≔ 𝑙 」の場合

• 𝑏 ≔ 𝐺 𝑙, 𝐺2 𝑏 ,… , 𝑓 𝐺1 𝑏 ,… , 𝐺𝑛 𝑏 ,… , 𝐺𝑛 𝑏

• 𝑃𝑖 が条件文「 if (𝑃(𝑎1, … , 𝑎𝑛)) 𝑎1≔ 𝑙 else 𝑎1≔ 𝑚 」の場合

• 𝑏 ≔ 𝐺 𝐶𝑃 𝐺1 𝑏 , … , 𝐺𝑛 𝑏 × 𝑙 + 1 − 𝐶𝑃 𝐺1 𝑏 ,… , 𝐺𝑛 𝑏 ×𝑚,𝐺2 𝑏 ,… , 𝐺𝑛 𝑏

• どちらの場合も，𝑃𝑖 は一つの代入文となる．
• 𝑏 ≔ 𝑓𝑖 𝑏

• ここで 𝑓𝑖 は原始帰納的関数．

• 𝑎の値に従って 𝑃𝑖 を選ぶ部分も一つの代入文として書くことができる．

• 𝑏 ≔ σ𝑖=1
𝑘 𝐶=(𝐺1 𝑏 , 𝑖) × 𝑓𝑖(𝑏)



証明 (cont.)

• プログラムは下記のように変換することができる．
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input(𝑥1, 𝑥2, ⋯ , 𝑥𝑛)

𝑏 ≔ 𝐺(1, 𝑥1, … , 𝑥𝑛, 0, … , 0)

𝐺1 𝑏 − 𝑘 = 0
yes

no

𝑦 ≔ 𝐺𝑚(𝑏)

output(𝑦)

𝑏 ≔ 𝑓(𝑏)



証明 (cont.)
• 𝑓♯ 𝑏, 𝑛 = 𝑓 𝑓 𝑓 ⋯𝑓 𝑏 とする．

• 𝑓 を 𝑏 に 𝑛回適用したもの．
• 原始帰納法で定義することができる:

• 𝑓♯ 𝑏, 0 = 𝑏

• 𝑓♯ 𝑏, 𝑠𝑢𝑐(𝑛) = 𝑓 𝑓♯ 𝑏, 𝑛
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• 繰り返し回数は，最小解オペレータを使って表すことができる．

ℎ 𝑏 = 𝑓♯ 𝑏, 𝜇𝑛 𝐺1 𝑓♯ 𝑏, 𝑛 > 𝑘

• したがって，プログラムの計算する関数は，

• 𝐺𝑚 ℎ 𝐺 1, 𝑥1, … , 𝑥𝑛, 0, … , 0

• これは帰納的関数．(QED)



系
• 任意の帰納的関数は原始帰納的関数 𝑓 と原始帰納的述語
𝑃 を使って次のように表すことができる．

𝑓 𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝜇𝑦 𝑝 𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑦
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• 𝜇は1つだけでかまわない

• 他はすべて原始帰納的関数



数学的帰納法
• 自然数 𝑥 に関する述語 𝑃(𝑥) を証明するとき，以下の2つを
示す．
• (基底) 𝑥 = 0のときに成り立つことを示す

• (帰納) 𝑥 = 𝑛のときに成り立つと仮定して，𝑥 = 𝑠𝑢𝑐(𝑛)のときにも成り
立つことを示す．
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𝑃 0 𝑃 𝑛 ⊃ 𝑃 𝑠𝑢𝑐 𝑛

∀𝑥 ∈ 𝑁 𝑃(𝑥)

• 数学的帰納法(mathematical induction)により，すべての自然数 𝑥 に
対して 𝑃(𝑥)は成り立つ．

定理：𝑎𝑑𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑑𝑑 𝑦, 𝑥

• たとえば，次のことを証明することができる．



補題 𝑎𝑑𝑑(0, 𝑥) = 𝑥

補題： 𝑎𝑑𝑑 0, 𝑥 = 𝑥
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• 証明：
（基底）𝑥 = 0のとき，定義から 𝑎𝑑𝑑(0,0) = 0なので成り立つ．

（帰納）𝑥 = 𝑛のときに成り立つと仮定すると，𝑎𝑑𝑑(0, 𝑛) = 𝑛 ．

数学的帰納法により，すべての自然数 𝑥 に対して，𝑎𝑑𝑑(0, 𝑥) = 𝑥 である．

Definition of 𝑎𝑑𝑑
• 𝑎𝑑𝑑 𝑥, 0 = 𝑥

• 𝑎𝑑𝑑 𝑥, 𝑠𝑢𝑐 𝑦 = 𝑠𝑢𝑐 𝑎𝑑𝑑 𝑥, 𝑦

𝑥 = 𝑠𝑢𝑐(𝑛)のとき，

左辺 = 𝑎𝑑𝑑 0, 𝑠𝑢𝑐 𝑛

= 𝑠𝑢𝑐 𝑎𝑑𝑑 0, 𝑛 (∵ 𝑎𝑑𝑑の定義)

= 𝑠𝑢𝑐 𝑛 (∵帰納法の仮定)

=右辺



補題 𝑎𝑑𝑑(𝑠𝑢𝑐 𝑥 ,𝑦) = 𝑠𝑢𝑐 𝑎𝑑𝑑 𝑥,𝑦

補題：𝑎𝑑𝑑(𝑠𝑢𝑐 𝑥 , 𝑦) = 𝑠𝑢𝑐 𝑎𝑑𝑑 𝑥, 𝑦
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• 証明：

（基底）𝑦 = 0のとき，

（帰納）𝑦 = 𝑛 のときに成り立つと仮定すると，𝑎𝑑𝑑(𝑠𝑢𝑐(𝑥), 𝑛) = 𝑠𝑢𝑐 𝑎𝑑𝑑 𝑥, 𝑛 ．

数学的帰納法により，すべての自然数 𝑦 に対して，𝑎𝑑𝑑(𝑠𝑢𝑐 𝑥 , 𝑦) = 𝑠𝑢𝑐 𝑎𝑑𝑑 𝑥, 𝑦 である．

Definition of 𝑎𝑑𝑑
• 𝑎𝑑𝑑 𝑥, 0 = 𝑥

• 𝑎𝑑𝑑 𝑥, 𝑠𝑢𝑐 𝑦 = 𝑠𝑢𝑐 𝑎𝑑𝑑 𝑥, 𝑦
左辺 = 𝑎𝑑𝑑 𝑠𝑢𝑐 𝑥 , 0

= 𝑠𝑢𝑐 𝑥 (∵ 𝑎𝑑𝑑 の定義)

= 𝑠𝑢𝑐 𝑎𝑑𝑑 𝑥, 0 (∵ 𝑎𝑑𝑑 の定義)

=右辺

𝑦 = 𝑠𝑢𝑐(𝑛)のとき，

左辺 = 𝑎𝑑𝑑 𝑠𝑢𝑐 𝑥 , 𝑠𝑢𝑐 𝑛

= 𝑠𝑢𝑐 𝑎𝑑𝑑 𝑠𝑢𝑐 𝑥 , 𝑛 (∵ 𝑎𝑑𝑑の定義)

= 𝑠𝑢𝑐 𝑠𝑢𝑐 𝑎𝑑𝑑 𝑥, 𝑛 (∵帰納法の仮定)

= 𝑠𝑢𝑐 𝑎𝑑𝑑 𝑥, 𝑠𝑢𝑐 𝑛 (∵ 𝑎𝑑𝑑の定義)

=右辺



定理 𝑎𝑑𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑑𝑑 𝑦, 𝑥

定理：𝑎𝑑𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑑𝑑 𝑦, 𝑥
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• 証明：

（基底）𝑦 = 0のとき，

（帰納）𝑦 = 𝑛 のときに成り立つと仮定すると，𝑎𝑑𝑑(𝑥, 𝑛) = 𝑎𝑑𝑑 𝑛, 𝑥 ．

数学的帰納法により，すべての自然数 𝑦 に対して，𝑎𝑑𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑎𝑑𝑑 𝑦, 𝑥 である．

Definition of 𝑎𝑑𝑑
• 𝑎𝑑𝑑 𝑥, 0 = 𝑥

• 𝑎𝑑𝑑 𝑥, 𝑠𝑢𝑐 𝑦 = 𝑠𝑢𝑐 𝑎𝑑𝑑 𝑥, 𝑦
左辺 = 𝑎𝑑𝑑 𝑥, 0

= 𝑥 (∵ 𝑎𝑑𝑑 の定義)

= 𝑎𝑑𝑑 0, 𝑥 (∵ 2つ前の補題)

=右辺

𝑦 = 𝑠𝑢𝑐(𝑛)のとき，

左辺 = 𝑎𝑑𝑑 𝑥, 𝑠𝑢𝑐 𝑛

= 𝑠𝑢𝑐 𝑎𝑑𝑑 𝑥, 𝑛 (∵ 𝑎𝑑𝑑の定義)

= 𝑠𝑢𝑐 𝑎𝑑𝑑 𝑛, 𝑥 (∵帰納法の仮定)

= 𝑎𝑑𝑑 𝑠𝑢𝑐 𝑛 , 𝑥 (∵ 1つ前の補題)

=右辺



まとめ

• 原始帰納的関数：
• 和と差と積

• 原始帰納的述語

• 四則演算は原始帰納的

• 帰納的関数：
• 原始帰納的関数

• 最小解演算子

• 帰納的関数は計算可能である．

• 計算可能な関数は帰納的関数である．
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フローチャート

whileプログラム

帰納的関数


