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始対象と終対象
• 始対象（initial object） 𝐼

• すべての対象 𝐴に対して唯一の射が存在する
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𝐼 𝐴
!

• 終対象（final object） 𝐹
• すべての対象 𝐴から唯一の射が存在する

𝐴 𝐹
!

始対象 終対象

Set ∅ { ∙ }

Grp { 𝑒 } { 𝑒 }

CPO { ⊥ }

半順序集合 ⊥ 丅



直積と直和

• 𝐴 × 𝐵 は 𝐴 と 𝐵の直積
（product）⟺

• 𝐴 + 𝐵 は 𝐴 と 𝐵の直和（co-
product）⟺

3

𝐴 × 𝐵𝐴 𝐵
𝜋1 𝜋2

𝐶

𝑓 𝑔
!ℎ

↻↺

𝜋1 ∘ ℎ = 𝑓 𝜋2 ∘ ℎ = 𝑔

𝐴 + 𝐵𝐴 𝐵
𝜄1 𝜄2

𝐶

𝑓 𝑔
!ℎ

↻ ↺

ℎ ∘ 𝜄1 = 𝑓 ℎ ∘ 𝜄2 = 𝑔

• 射 𝜋1: 𝐴 × 𝐵 → 𝐴 と 𝜋2: 𝐴 × 𝐵 → 𝐵 が
存在する

• 射 𝜄1: 𝐴 → 𝐴 + 𝐵 と 𝜄2: 𝐵 → 𝐴 + 𝐵 が
存在する

• 任意の対象 𝐶 と射 𝑓: 𝐶 → 𝐴, 𝑔: 𝐶 →
𝐵 に対して，

次の図を可換にする射 ℎ: 𝐶 → 𝐴 × 𝐵
が唯一存在する

• 任意の対象 𝐶 と射 𝑓: 𝐴 → 𝐶, 𝑔: 𝐵 →
𝐶 に対して，

次の図を可換にする射 ℎ: 𝐴 + 𝐵 →
𝐶 が唯一存在する



直積と直和
直積 直和

Set

• 𝐴 × 𝐵 = { 𝑥, 𝑦 |𝑥 ∈ 𝐴かつ 𝑦 ∈ 𝐵}

• 𝜋1 𝑥, 𝑦 = 𝑥

• 𝜋2 𝑥, 𝑦 = 𝑦

• 𝑓: 𝐶 → 𝐴 および 𝑔: 𝐶 → 𝐵 のとき

ℎ 𝑧 = 𝑓 𝑧 , 𝑔 𝑧

• 𝐴 + 𝐵 = 𝑥, 1 𝑥 ∈ 𝐴 ∪ 𝑦, 2 𝑦 ∈ 𝐵
• 𝜄1 𝑥 = 𝑥, 1
• 𝜄2 𝑦 = 𝑦, 2
• 𝑓: 𝐴 → 𝐶 および 𝑔: 𝐵 → 𝐶 のとき

ℎ 𝑥, 1 = 𝑓 𝑥 , ℎ 𝑦, 2 = 𝑔 𝑦
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• 定理：直積 𝐴 × 𝐵 は存在すれば，同型を除いてユニークである．
• 双対の定理：直和 𝐴 + 𝐵 は存在すれば，同型を除いてユニークである．

半順序
集合
𝐷,⊑

• 𝑥 × 𝑦 = 𝑥 ⊓ 𝑦
• 𝜋1: 𝑥 ⊓ 𝑦 ⊑ 𝑥
• 𝜋2: 𝑥 ⊓ 𝑦 ⊑ 𝑦
• 𝑓: 𝑧 ⊑ 𝑥 および 𝑔: 𝑧 ⊑ 𝑦のとき ℎ: 𝑧 ⊑
𝑥 ⊓ 𝑦

• 𝐴 + 𝐵 = 𝑥 ⊔ 𝑦
• 𝜄1: 𝑥 ⊑ 𝑥 ⊔ 𝑦
• 𝜄2: 𝑦 ⊑ 𝑥 ⊔ 𝑦
• 𝑓: 𝑥 ⊑ 𝑧 および 𝑔: 𝑦 ⊑ 𝑧のとき ℎ: 𝑥 ⊔ 𝑦 ⊑ 𝑧

𝑥 ⊓ 𝑦 𝑦𝑥

𝑧

⊑⊒

⊑

𝑥 ⊔ 𝑦 𝑦𝑥

𝑧

⊒⊑

⊑



部分圏

• 圏 𝑪 の対象と射の集まり 𝑫 は次の条件を満たすとき，部分圏という．

• 𝐴 ∈ 𝑫 ならば 𝐴 ∈ 𝑪

• 𝑓 ∈ 𝑫 で 𝑓: 𝐴 → 𝐵 ならば，𝐴, 𝐵 ∈ 𝑫

• 𝐴 ∈ 𝑫 ならば 1𝐴 ∈ 𝑫

• 𝑓, 𝑔 ∈ 𝑫 ならば 𝑔 ∘ 𝑓 ∈ 𝑫

5

• 部分圏 𝑫はそれだけを見れば圏である．

• これまでに書いた図式はほとんどは部分圏である．

𝑪

𝑫
𝐴

𝐵
𝐶

𝑓 𝑔

𝑔 ∘ 𝑓



極限（limit）

• 圏 𝑪の部分圏 𝑫の極限（limit）とは，次の条件を満たす 𝑪の
対象 𝑋 である．
• 𝑋から 𝑫のすべての対象 𝐷𝑖 に対して射 𝜈𝑖: 𝑋 → 𝐷𝑖が存在する．

• 𝑓 ∈ 𝐷 で 𝑓: 𝐷𝑖 → 𝐷𝑗 ならば 𝑓 ∘ 𝜈𝑖 = 𝜈𝑗
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• 𝑪の対象 𝑌 と，𝑌から 𝑫の対象 𝐷𝑖 への射 𝜏𝑖: 𝑌 → 𝐷𝑖 で，𝑓 ∈ 𝐷,
𝑓: 𝐷𝑖 → 𝐷𝑗 に対して 𝑓 ∘ 𝜏𝑖 = 𝜏𝑗 であれば，𝜏: 𝑌 → 𝑋 で 𝜏𝑖 = 𝜈𝑖 ∘ 𝜏 となる

ような 𝜏が唯一存在する．

• 𝑫の極限 𝑋 を lim
←

𝑫 と書く．

𝑋

𝑫 𝐷𝑖 𝐷𝑗𝑓

𝜈𝑖 𝜈𝑗

𝑌

𝜏𝑖
𝜏𝑗

𝜏𝑪

lim
←

𝑫



余極限（colimit）

• 圏 𝑪の部分圏 𝑫の余極限（colimit）とは，次の条件を満たす
𝑪の対象 𝑋 である．
• 𝑋から 𝑫のすべての対象 𝐷𝑖 に対して射 𝜇𝑖: 𝐷𝑖 → 𝑋が存在する．

• 𝑓 ∈ 𝐷 で 𝑓: 𝐷𝑖 → 𝐷𝑗 ならば 𝜇𝑗 ∘ 𝑓 = 𝜇𝑖
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• 𝑪の対象 𝑌 と，𝑫の対象 𝐷𝑖 から 𝑌への射 𝜎𝑖: 𝐷𝑖 → 𝑌 で，𝑓 ∈ 𝐷,
𝑓:𝐷𝑖 → 𝐷𝑗 に対して 𝜎𝑗 ∘ 𝑓 = 𝜏𝑖 であれば，𝜎: 𝑋 → 𝑌 で 𝜎𝑖 = 𝜎 ∘ 𝜇𝑖 とな

るような 𝜎 が唯一存在する．

• 𝑫の余極限 𝑋 を lim
→

𝑫 と書く．

𝑫

𝑋

𝐷𝑖 𝐷𝑗𝑓

𝜇𝑖 𝜇𝑗

𝑌

𝜎𝑖 𝜎𝑗

𝜎
lim
→

𝑫

𝑪

lim
→

𝑫 と lim
←

𝑫は双対

𝑫

lim
←

𝑫

𝐷𝑖 𝐷𝑗𝑓

𝜈𝑖 𝜈𝑗

𝑌
𝜏𝑖

𝜏𝑗

𝜏
𝑪



帰納的極限と射影的極限

• 帰納的極限（inductive limit）
• 次の図式の余極限（colimit）
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𝐷0 𝐷1 𝐷2 𝐷3 ⋯

lim
→

𝐷𝑖

• 射影的極限（projective limit）
• 次の図式の極限（limit）

𝐷0 𝐷1 𝐷2 𝐷3 ⋯

lim
←

𝐷𝑖



すべては極限と余極限
• 積と和
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𝐴 × 𝐵𝐴 𝐵

𝐶

𝜋1 𝜋2

𝑓 𝑔
!ℎ

↻↺

𝐴 + 𝐵𝐴 𝐵

𝐶

𝜄1 𝜄2

𝑓 𝑔
!ℎ

↻ ↺

• 終対象と始対象

𝑫

𝐴 𝐵

極限 余極限

𝐼 𝐴
!

𝐴 𝐹
! 𝑫

極限 余極限

終対象 始対象

直積 直和



その他の極限と余極限

• equalizer と co-equalizer

10

𝐴 𝐵

𝑓

𝑔

𝐸

𝐷

𝑒

!

𝑓 ∘ 𝑒 = 𝑔 ∘ 𝑒

↺

𝐴 𝐵

𝑓

𝑔

𝐶

𝐷

𝑐

!

𝑐 ∘ 𝑓 = 𝑐 ∘ 𝑔

↺

極限 余極限

𝑫

𝐴 𝐵

𝑓

𝑔

equalizer co-equalizer

• pullback と pushout

𝐴

𝐵 𝐶 極限

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝑋

!

↺

↺
↺

余極限

𝐴

𝐵 𝐶

𝐴

𝐵 𝐶

𝐷

𝑋

!

↺

↺
↺

pullback
pushout



関手（Functor）

• 圏 𝑪から圏 𝑫への関手 𝐹: 𝑪 → 𝑫
• 対象 𝐴 ∈ 𝑪に対して，𝐹 𝐴 ∈ 𝑫

• 射 𝑓: 𝐴 → 𝐵 ∈ 𝑪に対して，𝐹 𝑓 : 𝐹 𝐴 → 𝐹 𝐵 ∈ 𝑫
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• 𝐴 ∈ 𝑪に対して，𝐹 1𝐴 = 1𝐹(𝐴)

• 𝑓: 𝐴 → 𝐵, 𝑔: 𝐵 → 𝐶 ∈ 𝑪に対して，𝐹 𝑔 ∘ 𝑓 = 𝐹 𝑔 ∘ 𝐹 𝑓

𝑪 𝑫

𝐴 𝐵
𝑓 𝐹

𝐹 𝐴 𝐹 𝐵
𝐹(𝑓)

𝐹 𝐴 𝐹 𝐴

𝐹(1𝐴)

1𝐹(𝐴)

𝐹 𝐴 𝐹 𝐵
𝐹(𝑓)

𝐹 𝐶

𝐹(𝑔)
𝐹(𝑔 ∘ 𝑓)



関手（例）
• 忘却関手（forgetful functor)

• 構造を忘れる関手

• 𝐺:𝑮𝒓𝒑 → 𝑺𝒆𝒕

• 𝐺 𝑆, ∙ , 𝑒,
−1

= 𝑆

• 𝐺 𝑓 = 𝑓

12

• 半群間の関手
• 𝐹: 𝑀,∙ , 𝑒 → 𝑁,∙ , 𝑒

• 𝐹 𝑒 = 𝑒

• 𝐹 𝑥 ∙ 𝑦 = 𝐹 𝑥 ∙ 𝐹 𝑦

• 半群関の準同型

• 半順序集合間の関手
• 𝐹: 𝐷,⊑ → 𝐸,⊑

• 𝑥 ⊑ 𝑦ならば 𝐹(𝑥) ⊑ 𝐹(𝑦)

• 単調な関数

• 自由関手（free functor)
• 構造を与える関手

• 𝐹: 𝑺𝒆𝒕 → 𝑮𝒓𝒑
• 𝐹 𝑆 = 𝑆から生成された自由群
• 𝐹 𝑓 = 𝑓を群の準同型に自然に拡張



関手の合成
• 関手の合成

• 圏 𝑪から圏 𝑫への関手 𝐹: 𝑪 → 𝑫

• 圏 𝑫から圏 𝑬への関手 𝐺:𝑫 → 𝑬
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𝑪 𝑫

𝐴 𝐵
𝑓 𝐹

𝐹 𝐴 𝐹 𝐵
𝐹(𝑓)

𝑬

𝐺
𝐺 𝐹 𝐴 𝐺 𝐹 𝐵

𝐺 𝐹 𝑓

𝐺 ∘ 𝐹

• 𝐺 ∘ 𝐹: 𝑪 → 𝑬

• 𝐺 ∘ 𝐹 𝐴 = 𝐺 𝐹 𝐴

• 𝐺 ∘ 𝐹 𝑓 = 𝐺 𝐹 𝑓



自然変換（natural transformation）

• 圏 𝑪から圏 𝑫への２つの関手 𝐹, 𝐺: 𝑪 → 𝑫に対して 𝜏: 𝐹→
.
𝐺

が自然変換であるとは：
• 対象 𝐴 ∈ 𝑪に対して， 𝑫の射 𝜏𝐴: 𝐹 𝐴 → 𝐺 𝐴 が存在する．

• 射 𝑓: 𝐴 → 𝐵 ∈ 𝐶 に対して，𝜏𝐵 ∘ 𝐹 𝑓 = 𝐺 𝑓 ∘ 𝜏𝐴 が成り立つ．
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𝑪
𝑫

𝐴 𝐵
𝑓

𝐹
𝐹 𝐴 𝐹 𝐵

𝐹(𝑓)

𝐺
→ .

𝐺 𝐴 𝐺 𝐵
𝐺(𝑓)

𝜏𝐴 𝜏𝐵

↺𝜏

• 圏 𝑫𝑪

• 対象：圏 𝑪から圏 𝑫への関手

• 射：関手間の自然変換

𝐹 𝐴 𝐹 𝐵
𝐹(𝑓)

𝐺 𝐴 𝐺 𝐵
𝐺(𝑓)

𝜏𝐴 𝜏𝐵

↺

𝐻 𝐴 𝐻 𝐵
𝐻(𝑓)

𝜎𝐵

↺

𝜎𝐴

𝐹

𝐺

→ .𝜏

→ .

𝐻

𝜎
𝜎 ∘ 𝜏



共変関手と反変関手
• 共変関手（covariant functor）

• 対象 𝐴 ∈ 𝑪に対して，𝐹 𝐴 ∈ 𝑫
• 射 𝑓: 𝐴 → 𝐵 ∈ 𝑪に対して，𝐹 𝑓 : 𝐹 𝐴 → 𝐹 𝐵 ∈ 𝑫
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• 反変関手（contravariant functor）
• 対象 𝐴 ∈ 𝑪に対して，𝐹 𝐴 ∈ 𝑫

• 射 𝑓: 𝐴 → 𝐵 ∈ 𝑪に対して，𝐹 𝑓 : 𝐹 𝐵 → 𝐹 𝐴 ∈ 𝑫

𝑪 𝑫

𝐴 𝐵
𝑓 𝐹

𝐹 𝐴 𝐹 𝐵
𝐹(𝑓)

𝑪 𝑫

𝐴 𝐵
𝑓 𝐹

𝐹 𝐴 𝐹 𝐵
𝐹(𝑓)

• 𝐹 1𝐴 = 1𝐹(𝐴)
• 𝐹 𝑔 ∘ 𝑓 = 𝐹 𝑔 ∘ 𝐹 𝑓

• 𝐹 1𝐴 = 1𝐹(𝐴)
• 𝐹 𝑔 ∘ 𝑓 = 𝐹 𝑓 ∘ 𝐹 𝑔



Hom関手

• 圏 𝑪に対して，その射の集合を対応させる関手

• hom𝑪 −,− : 𝑪𝑜𝑝 × 𝑪 → 𝑺𝒆𝒕
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hom𝑪 𝐴, 𝐵 hom𝑪(𝐴′, 𝐵′)
hom𝑪 𝑓, 𝑔

ℎ: 𝐴 → 𝐵

∈

𝐴′ 𝐵′

𝐴 𝐵

𝑓 𝑔

ℎ

• hom𝑪(𝐴, 𝐵) : 𝐴から 𝐵 への射の集合

• 𝑓: 𝐴′ → 𝐴 と 𝑔:𝐵 → 𝐵′に対して，hom𝑪 𝑓, 𝑔 : hom𝑪 𝐴, 𝐵 →
hom𝑪(𝐴′, 𝐵′) を hom𝑪 𝑓, 𝑔 ℎ = 𝑔 ∘ ℎ ∘ 𝑓 で定義する．

∈



まとめ

• 極限と余極限
• 部分カテゴリー

• すべては極限と余極限

• equalizer, co-equalizer

• pullback, pushout

• 関手
• 共変関手と反変関手

• 自然変換
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