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左随伴関手（left adjoint functor)

• 圏 𝑪から圏 𝑫への関手 𝐺: 𝑪 → 𝑫の左随伴関手（left adjoint 
functor) 𝐹:𝑫 → 𝑪 とは
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𝐵 𝐺 𝐹 𝐵 𝐹 𝐵

𝐴𝐺(𝐴)

𝜂𝐵

𝑔
! 𝑓𝐺(𝑓)

↻

𝑪𝑫
𝐺

𝐹

• 𝑫の対象 𝐵 に対して単位（unit）射 𝜂𝐵: 𝐵 → 𝐺 𝐹 𝐵 が存在する．

• 𝑪の対象 𝐴 と 𝑫の射 𝑔: 𝐵 → 𝐺 𝐴 に対して，

次の図式を可換にする 𝑪の射 𝑓: 𝐹 𝐵 → 𝐴が一意的に存在する．



左随伴関手の例
• 集合の圏 𝑺𝒆𝒕 と半群の圏 𝑺𝒆𝒎𝒊の間には，構造を忘れる忘却関
手（forgetful functor)がある．

• 𝐺: 𝑺𝒆𝒎𝒊 → 𝑺𝒆𝒕

• 𝐺 𝑆, ∙ , 𝑒 = 𝑆

• 𝐺 𝑓 = 𝑓
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• 𝐺 の左随伴関手が与えられた集合から生成される自由半群を対応させる
自由関手（free functor）である．
• 𝐹: 𝑺𝒆𝒕 → 𝑺𝒆𝒎𝒊

• 𝐹 𝑆 = 𝑆から生成された自由群
• 𝐹 𝑓 = 𝑓を半群の準同型に自然に拡張

𝑆 𝐹 𝑆 𝐹 𝑆

𝐴𝐴

𝜂𝑆

𝑔
! 𝑓𝑓

↻

𝑺𝒆𝒎𝒊𝑺𝒆𝒕
𝐺

𝐹

• 𝜂𝑆 は包含写像
（inclusion map)



圏の積

• 圏 𝑪 と 圏 𝑫の積の圏 𝑪 × 𝑫
• 対象: 𝐴 ∈ 𝑪,𝐵 ∈ 𝑫に対して， 𝐴, 𝐵 ∈ 𝑪 × 𝑫

• 射: 𝑓: 𝐴 → 𝐴′ ∈ 𝑪, 𝑔: 𝐵 → 𝐵′ ∈ 𝑫に対して， 𝑓, 𝑔 : 𝐴, 𝐵 → 𝐴′, 𝐵′ ∈ 𝑪 × 𝑫
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𝑪

𝐴 𝐴′
𝑓

𝑫

𝐵 𝐵′
𝑔

𝑪 × 𝑫

(𝐴, 𝐵) (𝐴′, 𝐵′)
(𝑓, 𝑔)

• 圏 𝑪 と 圏 𝑪 × 𝑪への対角線関手 𝛥: 𝑪 → 𝑪 × 𝑪

• 𝜟 𝐴 = 𝐴, 𝐴

• 𝛥 𝑓 = (𝑓, 𝑓)



直和は対角線関手の左随伴関手

• 対角線関手 𝛥: 𝑪 → 𝑪 × 𝑪の左随伴関手は直和 +: 𝑪 × 𝑪 →
𝑪になる．
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(𝐴, 𝐵) (𝐴 + 𝐵, 𝐴 + 𝐵) 𝐴 + 𝐵

𝐶(𝐶, 𝐶)

(𝜄1, 𝜄2)

(𝑓, 𝑔)
! ℎ(ℎ, ℎ)

↻
𝑪𝑪 × 𝑪

+

𝛥

𝐴 + 𝐵𝐴 𝐵

𝐶

𝜄1 𝜄2

𝑓 𝑔
!ℎ

↻ ↺



右随伴関手（right adjoint functor)

• 圏 𝑪から圏 𝑫への関手 𝐹:𝑫 → 𝑪の右随伴関手（right 
adjoint functor) 𝐺: 𝑪 → 𝑫 とは
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𝐺 𝐴 𝐹 𝐺 𝐴

𝐹(𝐵)𝐵

𝐹(𝑔)! 𝑔

𝑪𝑫
𝐺

𝐹

• 𝑪の対象 𝐴 に対して余単位（co-unit）射 𝜖𝐴: 𝐹 𝐺 𝐴 → 𝐴が存在する．

• 𝑫の対象 𝐵 と 𝑪の射 𝑓: 𝐹 𝐵 → 𝐴 に対して，

次の図式を可換にする 𝑫の射 𝑔:𝐵 → 𝐺(𝐴)が一意的に存在する．

𝐴
𝜖𝐴

𝑓

↻



直積は対角線関手の右随伴関手
• 対角線関手 𝛥: 𝑪 → 𝑪 × 𝑪の右随伴関手は直積 ×: 𝑪 × 𝑪 →
𝑪になる．
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𝐴 × 𝐵 (𝐴 × 𝐵, 𝐴 × 𝐵)

(𝐶, 𝐶)𝐶

ℎ! ℎ

𝑪 × 𝑪𝑪
×

𝛥

(𝐴, 𝐵)
𝜋1, 𝜋2

(𝑓, 𝑔)

↻

𝐴 × 𝐵𝐴 𝐵

𝐶

𝜋1 𝜋2

𝑓 𝑔
!ℎ

↻↺



左随伴関手と右随伴関手

• 左随伴関手

• 圏 𝑫の 𝑔: 𝐵 → 𝐺 𝐴 に対して，圏 𝑪の 𝑓: 𝐹 𝐵 → 𝐴が一意的に決まる
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𝑪𝑫
𝐺

𝐹

• 右随伴関手

• 圏 𝑪の 𝑓: 𝐹 𝐵 → 𝐴 に対して，圏 𝑫の 𝑔: 𝐵 → 𝐺(𝐴)が一意的に決まる

𝐹 𝐵

𝐴

𝐵

𝐺(𝐴)

𝐹(𝐺 𝐴 )

𝐺(𝐹 𝐵 )

𝜖𝐴
𝜂𝐵

𝑔

𝑓

𝐺(𝑓)

𝐹(𝑔)

↻

↺

hom𝑫 𝐵, 𝐺 𝐴 ≅ hom𝑪 𝐹 𝐵 , 𝐴



随伴（adjunction）
• 圏 𝑪から圏 𝑫の随伴（adjunction）

• 左随伴関手（left adjoint functor） 𝐹:𝑫 → 𝑪

• 右随伴関手（right adjoint functor） 𝐺: 𝑪 → 𝑫
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hom𝑪 𝐹 𝐵 , 𝐴 hom𝑫 𝐵, 𝐺 𝐴≅

hom𝑪 𝐹 𝐵′ , 𝐴′ hom𝑫 𝐵′, 𝐺 𝐴′
≅

hom𝐶 𝐹 𝑔 , 𝑓 hom𝐷 𝑔, 𝐺 𝑓↺

𝐴

𝐴′

𝑓

𝐵

𝐵′

𝑔

𝑪 𝑫
𝐹

𝐺

hom𝑪 𝐹 − ,− ≃ hom𝑫 −, 𝐺 − :𝑫𝑜𝑝 × 𝑪 → 𝑺𝒆𝒕

• hom𝑪 𝐹 𝐵 , 𝐴 ≃ hom𝑫 𝐵, 𝐺 𝐴 が 𝐴 ∈ 𝑪 と 𝐵 ∈ 𝑫に対して自然な

同型となっている．

• 𝐹 ⊣ 𝐺 と書かれる



すべては随伴
• Δ: 𝑪 → 𝑪 × 𝑪 を Δ 𝐴 = (𝐴, 𝐴) とする対角線関手とすると

• + ⊣ Δ ⊣ ×
• 直和は Δの左随伴関手
• 直積は Δの右随伴関手
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• ! ∶ 𝑪 → ⋅を ! 𝐴 = ⋅ とする関手とすると
• 始対象は !の左随伴関手

• 終対象は !の右随伴関手

• ここで，⋅は対象が1つ，射が恒等射だけの圏

• 𝑫 を 𝑪の部分圏としたとき， Δ: 𝑪 → 𝑪𝑫を Δ 𝐴 (𝐵) = (𝐴)，
Δ 𝐴 (𝑓) = 1𝐴 とする関手とすると
• 余極限 lim

→
𝑫は Δの左随伴関手

• 極限 lim
←

𝑫は Δの右随伴関手

• − × 𝐴:𝑪 → 𝑪の右随伴関手
− 𝐴: 𝑪 → 𝑪が関数空間

• hom𝑪(𝐶 × 𝐴, 𝐵) ≃ hom𝑪 𝐶, 𝐵𝐴 𝐶 × 𝐴

𝐵𝐴 × 𝐴 𝐵

𝑓

𝐶

𝐵𝐴

𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦(𝑓)

↺

𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 𝑓 × 1𝐴

𝑒𝑣



モナド（Monad）
• 圏 𝑪上のモナドは関手 𝑇: 𝑪 → 𝑪 と2つの自然変換 𝜂: 1𝑪→

.
𝑇 と

𝜇: 𝑇2→
.
𝑇 からなり，次の条件をみたす：

• 𝜇 ∘ 𝑇𝜇 = 𝜇 ∘ 𝜇𝑇

• 𝜇 ∘ 𝑇𝜂 = 𝜇 ∘ 𝜂𝑇 = 1𝑇
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𝑇3 𝑇2

𝑇2 𝑇

𝑇𝜇

𝜇𝑇 𝜇

𝜇

↺

𝑇 𝑇2

𝑇2 𝑇

𝜂𝑇

𝑇𝜂

𝜇

𝜇↺

↺

𝑇 𝑇 𝑇 𝐴 𝑇 𝑇 𝐴

𝑇 𝑇 𝐴 𝑇(𝐴)

𝑇 𝜇𝐴

𝜇𝑇 𝐴 𝜇𝐴

𝜇𝐴

↺

𝑇(𝐴) 𝑇 𝑇 𝐴

𝑇 𝑇 𝐴 𝑇 𝐴

𝜂𝑇 𝐴

𝑇(𝜂𝐴)

𝜇𝐴

𝜇𝐴↺

↺

• 𝐹 ⊣ 𝐺 のとき 𝑇 = 𝐺 ∘ 𝐹 はモナドである．

半群の結合法則

半群の単位元の存在



Haskellのモナド

• Monad クラスのインスタンスがモナド
• 2つの関数を実装する必要がある．

• (>>=) はバインド（bind）と呼ばれる
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class Monad m where

(>>=)  :: m a -> (a -> m b) -> m b

return :: a -> m a

1. (return x) >>= f   = f x

2. m >>= return       = m

3. (m >>= f) >>= g    = m >>= (∖x -> f x >>= g)

• 2つの関数は次の規則を満たしている必要がある．
• モナド則



Haskellのモナドと圏のモナドの対応

• return::a -> m a is

• 𝜂𝐴: 𝐴 → 𝑇(𝐴)
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class Monad m where

(>>=)  :: m a -> (a -> m b) -> m b

return :: a -> m a

圏 𝑪 上のモナドは関手 𝑇: 𝑪 → 𝑪 と2つの自然変換 𝜂: 1𝑪→
.
𝑇 と 𝜇: 𝑇2→

.
𝑇 からなり，

次の条件をみたす：
• 𝜇 ∘ 𝑇𝜇 = 𝜇 ∘ 𝜇𝑇
• 𝜇 ∘ 𝑇𝜂 = 𝜇 ∘ 𝜂𝑇 = 1𝑇

• (>>=)::m a -> (a -> m b) -> m b is

• 𝑓: 𝐴 → 𝑇(𝐵)が与えられたとき 𝑇 𝑓 : 𝑇 𝐴 → 𝑇 𝑇 𝐵 となるので
𝜇𝐵: 𝑇 𝑇 𝐵 → 𝑇(𝐵) と組み合わせた 𝜇𝐵 ∘ 𝑇 𝑓 : 𝑇 𝐴 → 𝑇(𝐵) を対応
させるもの．

• 𝐴 → 𝑇 𝐵 → 𝑇 𝐴 → 𝑇 𝐵 ≡ 𝑇 𝐴 → 𝐴 → 𝑇 𝐵 → 𝑇(𝐵)

1.(return x) >>= f   = f x

2.m >>= return       = m

3.(m >>= f) >>= g    = m >>= (∖x -> f x >>= g)

𝑇3 𝑇2

𝑇2 𝑇

𝑇𝜇

𝜇𝑇 𝜇

𝜇

↺

𝑇 𝑇2

𝑇2 𝑇

𝜂𝑇

𝑇𝜂

𝜇

𝜇↺

↺



自然数対象（Natural Number Object）

• 𝑁 が自然数対象（Natural Number Object）であるとは

• ２つの射がある

• 0: 1 → 𝑁

• 𝑠: 𝑁 → 𝑁
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𝐹 𝑁 𝑁
0 𝑠

𝐴 𝐴

𝑓

𝑔

↺
↺

ℎ ℎ

• ℎ を 𝑝𝑟(𝑓, 𝑔) と書くことにする．

• 𝑓: 1 → 𝐴, 𝑔: 𝐴 → 𝐴 に対して，ℎ:𝑁 → 𝐴が唯一存在し

• ℎ ∘ 0 = 𝑓

• ℎ ∘ 𝑠 = 𝑔 ∘ ℎ
となる．



足し算の射の構成
• 𝑎𝑑𝑑:𝑁 × 𝑁 → 𝑁 の定義
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𝐹 𝑁 𝑁
0 𝑠

𝐴 𝐴

𝑓

𝑔

↺
↺

𝑝𝑟(𝑓, 𝑔) 𝑝𝑟(𝑓, 𝑔)

• 𝑎𝑑𝑑′ = 𝑝𝑟 𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 𝜋2 , 𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 𝑠 ∘ 𝑒𝑣

𝐹 𝑁 𝑁
0 𝑠

𝑁𝑁 𝑁𝑁

𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 𝜋2

𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦(𝑠 ∘ 𝑒𝑣)

↺
↺

𝑎𝑑𝑑′ 𝑎𝑑𝑑′

• 𝜋2: 1 × 𝑁 → 𝑁をカリー化すると 𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 𝜋2 : 1 → 𝑁𝑁

• 𝑠 ∘ 𝑒𝑣:𝑁𝑁 × 𝑁 → 𝑁 をカリー化すると 𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 𝑠 ∘ 𝑒𝑣 :𝑁𝑁 → 𝑁𝑁

• カリー化した 𝑎𝑑𝑑′: 𝑁 → 𝑁𝑁 を 𝑝𝑟 を使って構成する．

• 𝑎𝑑𝑑 = 𝑒𝑣 ∘ 𝑝𝑎𝑖𝑟 𝑝𝑟 𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 𝜋2 , 𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 𝑠 ∘ 𝑒𝑣 ∘ 𝜋1, 𝜋2

𝑁 × 𝑁

𝜋1

𝜋2 𝑁

𝑁
𝑒𝑣

𝑁 𝑁𝑁

𝑎𝑑𝑑′

𝑁𝑁 × 𝑁

𝜋1

𝜋2

𝑝𝑎𝑖𝑟

𝐴 × 𝐵𝐴 𝐵
𝜋1 𝜋2

𝐶

𝑓 𝑔
𝑝𝑎𝑖𝑟(𝑓, 𝑔)

↻↺



掛け算の射の構成
• 𝑚𝑢𝑙𝑡: 𝑁 × 𝑁 → 𝑁 の定義
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• カリー化した 𝑚𝑢𝑙𝑡′:𝑁 → 𝑁𝑁 を 𝑝𝑟 と 𝑎𝑑𝑑 を使って構成する．

𝐹 𝑁 𝑁
0 𝑠

𝑁𝑁 𝑁𝑁

↺
↺

𝑚𝑢𝑙𝑡′ 𝑚𝑢𝑙𝑡′
𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦(0 ∘ !)

𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 𝑎𝑑𝑑 ∘ 𝑝𝑎𝑖𝑟 𝑒𝑣, 𝜋2

• 0 ∘ !: 𝐹 × 𝑁 → 𝑁 をカリー化すると 𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 0 ∘ ! : 𝐹 → 𝑁𝑁

• 𝑎𝑑𝑑 ∘ 𝑝𝑎𝑖𝑟 𝑒𝑣, 𝜋2 : 𝑁𝑁 × 𝑁 → 𝑁 をカリー化すると 𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 𝑎𝑑𝑑 ∘ 𝑝𝑎𝑖𝑟 𝑒𝑣, 𝜋2 : 𝑁𝑁 → 𝑁𝑁

• 𝑚𝑢𝑙𝑡′ = 𝑝𝑟 𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 0 ∘ ! , 𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 𝑎𝑑𝑑 ∘ 𝑝𝑎𝑖𝑟 𝑒𝑣, 𝜋2

• 𝑚𝑢𝑙𝑡 = 𝑒𝑣 ∘ 𝑝𝑎𝑖𝑟 𝑝𝑟 𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 0 ∘ ! , 𝑐𝑢𝑟𝑟𝑦 𝑎𝑑𝑑 ∘ 𝑝𝑎𝑖𝑟 𝑒𝑣, 𝜋2 ∘ 𝜋1, 𝜋2

𝐹 × 𝑁 𝐹 𝑁
! 0

𝑁𝑁 × 𝑁

𝑁

𝑁

𝑒𝑣

𝜋2

𝑁 × 𝑁

𝜋2

𝜋1
𝑝𝑎𝑖𝑟

𝑁
𝑎𝑑𝑑



まとめ

• 随伴
• 右随伴関手と左随伴関手

• 対角線関手と直積と直和

• 極限と随伴

• モナド

• 自然数対象
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