
1 一階述語論理の完全性
「トートロジーは証明可能である．」これが，一階述語論理の完全性定理とよば
れる有名な定理です．ゲーデルによって証明されましたので，ゲーデルの完全性定
理ともよばれています． 本節では，この定理をきちんと証明します． 証明は，文
献 [1, 2]を 参考にしました．とくに[1]を補う形をとります．
一階述語論理の体系としては，自然演繹NKを用います．シーケント計算LKで

も，あるいはヒルベルト流Hqでも，証明はほとんど同じです．
以下，自由変数のない論理式(閉論理式)を文といいます． 論理 式Aが仮定の
集合ΓからNKの中で証明できることをΓ ⊢ Aと書きます． つまり，Aを結論とし，
(dischargeされていない)仮定の集まりをΓであるようなNKの証明図が存在すること
を表す記号として使います．

1.1 モデル

一階述語論理のモデルの概念はすでに定義しました．ひとつのモデルは，すべて
の文をふたつのグループTとFに重複なく分けたことを思い出しましょう: T ∩F = ∅.
T ∪ F =文の全体集合.その分割は，次の条件を満たす分割でした．（ただし条件
4はそのままでは成立ちません.)

1. ⊤ ∈ T (⊤は真)

2. ⊥ ∈ F (⊥は偽)

3. AとBが文ならば, A ∧ B ∈ T ⇐⇒ A ∈ TかつB ∈ T ( ⇐⇒は両辺が同
値であることを意味するメタな略記法. ≡とは違いますので注意)

4. ∃x A(x) ∈ T ⇐⇒ ある項tが存在して A(t) ∈ T

5. Aが文ならば, A ∈ T ∪ F .

6. Aと¬Aは同じグループ(T ,F )には属さない．

NKにおいては， ∀xは¬∃x¬の，A → Bは(¬A)∨Bの， A∨Bは¬(¬A∧¬B)の，
それぞれ略記法とみなせることは すでにみました．したがって，一般性を失うこと
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なく， 論理記号は∧,¬,∀,⊥,⊤のみと仮定します．また，簡単のため，定数記号は少
なくともひとつはあるとします． なお簡単のため関数記号はないものとします．関
数記号がある場合についての 注意を，最後に付け加えます．
モデルの概念と文の全体集合の2分割とは，次の意味で等価です． モデルMが
与えられれば，Mにより充足される文の全体をT , 充足されない文の全体をFとお
けば，上の条件を満たす2分割が得られます．逆に，上の条件を満たす2分割が与
えられれば， モデルの領域Uとして変数を含まない項の全体， 述語記号Rの解釈
はR(t1, . . . , tn) ∈ Tのときおよびそのときに限りなりたつような，U上のn-項関係と
して定義します．つまりRはUnの部分集合として解釈される. するとこの領域と解
釈はTのすべての文を充足し， かつ，Fの文をどれも充足しないことが容易に証明
できます． 以上まとめると，モデルとは，ある論理的な制約を充たすような文の集
合の2分割であることが わかりました．あとで，無矛盾な文の集合に対してモデル
を構成しますが, そのとき, 上の条件4を含めたすべての条件を満す分割を作ること
目標となります.

1.2 Lindenbaumの定理

定義 1.1 (full) どんな文Aについても Γ ⊢ AまたはΓ ⊢ ¬Aが成り立つとき， Γは充
満(full)であるいいます．

定理 1.1 Aを文，Γを無矛盾とする．そのとき Γ ̸⊢ ¬AならばΓ ∪ {A}は無矛盾であ
る．

証明 Aを文，Γを無矛盾，Γ ̸⊢ ¬Aと 仮定する． 背理法で証明しよう．すなわ
ち， Γ ∪ {A}が矛盾であると仮定します． すると，矛盾の定義により，仮定の集合
がΓ ∪ {A}の 部分集合であるような，結論⊥の証明図が存在します． Aは，この証
明図の仮定に現われなくてはなりません．さもなければ，Γの論理式だけを仮定し
て，矛盾が導けてしまい， Γは無矛盾という仮定に反するからです． ゆえに，¬の
導入規則により，Aをdischargeします．これは， Γのある部分集合を仮定の集合と
する，¬Aの証明図が得られたことに なります．これは，仮定Γ ̸⊢ ¬Aに反します．
ゆえに， Γ ∪ {A}は無矛盾です．

系 1.2 Aを文，Γを無矛盾とする．そのとき Γ ∪ {A}が矛盾ならば，Γ ⊢ ¬Aであ
る．
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証明 定理 1.1の対偶です．

すべての文の集合は可算です．つまり，1, 2, 3, . . . ,とすべての文を数えることがで
きます．このことは，可算な記号から作られる有限列の全体は可算であることの帰
結です．

定理 1.3 (Lindenbaumの補題) Γが無矛盾な文集合ならばΓのfullな拡大が 存在
する．

証明 すべての論理式を一列に並べます: A1, A2, . . .. Γからはじめて次のような列
を帰納的に定義します．

Γ0 = Γ

Γn+1 =

{
Γn ∪ {An} (Γn ̸⊢ ¬Anのとき)
Γn (Γn ⊢ ¬Anのとき)

すると，各Γnは無矛盾です．これは，nに関する帰納法のステップに 定理 1.1を使
うことによりただちに証明できます． さらに，Γ∗ =

∪∞
n=0 Γ

nも無矛盾です．なぜ
なら，Γ∗から の仮定を使って⊥が証明できたとすると，ひとつの証明に使われて
いる仮定は有限個ですから，その使われたすべての仮定は，ある Γkに含まれてい
なければなりません． これは，しかし　Γkが無矛盾であることに反します．ゆえ
に，Γ∗は無矛盾でなければなりません． Γ∗がfullであることを示すため， Aを任意
の文とおいてみましょう．A = Anとします． Γ∗ ̸⊢ Aと仮定します．すると，もちろ
んΓn+1 ̸⊢ Anです． ゆえに，Γn+1の定義により，Γn ⊢ ¬Aでなければなりません．
ゆえに，Γ∗ ⊢ ¬Aです．すなわち， Γ∗ ⊢ AまたはΓ ⊢ ¬Aであることが示されまし
た． Aは任意の文でしたから，これでΓ∗がfullであることが示されました．

1.3 Henkinの定理

定理 1.4 (Henkinの定理) Γを文の集合とする．このとき，次は同値である．

1. Γが無矛盾である．

2. Γのモデルが存在する．
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証明 (2) =⇒ (1) (健全性, Soundeness)． まず，NKは真なる命題からは真なる
命題のみを導出することを証明します．すなわち，Mを任意のモデル（=解釈=数学
的構造)として，「Γ ⊢ Aのとき，M |= ΓならばM |= Aである」ことを示します．そ
のためには，各推論規則について，Mが 前提の論理式をすべて満たせば結論も満
たしていることを 確かめます．つまり，推論規則が真偽値の真を保存することこと
を示せばよい．詳細は演習とします.
これを使うと，もしΓ ⊢ ⊥で，かつM |= Γとすると， M |= ⊥が得られます．これ
は⊥の解釈の定義に矛盾します．ゆえにΓ ̸⊢ ⊥，すなわちΓは無矛盾です．

「(1) =⇒ (2)」　証明は次の段階で進みます．各段階はあとで補足します．

1. Γから出発します．

2. Γの言語へ個体定数b1, b2, . . .を加えます．これらを証人(witness)とよぶこと
にします．

3.
変数v1をただひとつの自由変数としてもつようなすべての論理式を並べま
す:

A0(v1), A1(v1), A2(v1), . . .

4.
上のステップでリストされた各論理式Aに対し，適当な証人bをユニークに
選び (∃v1 A(v1)) → A(b)なる形のひとつの新公理を作り，これらを公理
系Γに加えます．

5. Lindenbaumの補題 1.3を適用してΓのfullな拡大Γ∗を 作ります．

6. 拡大された文集合Γ∗に対し解釈Mを定義します．

7. M |= Aとなるのが，Γ∗ ⊢ Aのときおよびそのときに限ることを チェックし
ます．

8. Γ ⊆ Γ∗ですから，Γのすべての文Aに対し，M |= Aとなります．したがっ
て，Mはわれわれが求めていたモデルです．

以下，上の各段階を詳細に説明します．
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段階2a: 言語へ定数b1, b2, . . .を加え，言語を拡大します． 換言すれば，項の定義
を，これらの新定数記号を含むように 拡大します．これらの新定数は次のように使
われます．すなわち， 各性質A(v1)に対し，そのような性質をもつ対象の名前とし
て使います． 定数bを定めてA(b)であると主張するために加えられます．このことか
ら， bは，‘性質Aをもつある要素が存在する’ということの明確な証人としての意味を
もっています．

段階2b: 可算無限個の新個体定数を導入しているのは， 予期される将来の必要な
領域の中の対象すべてに名前を与えるためです．どんなに多くの新個体定数を導
入してもΓは拡大言語の理論として無矛盾です． 仮に，もし矛盾したとします．⊥の
証明図の出現している新個体定数を 一斉に，新しい変数に書き換えると，これはも
との理論における, 矛盾を導く証明図となります．したがって，⊥がもとの理論で導
けたことになり仮定に反します．ゆえに，新個体定数を増やしても，無矛盾性は保
たれます．

段階3: ちょうどv1のみを自由変数にもつ論理式をすべてを一列に並べます:

A1(v1), A2(v1), . . .

αnを
∃v1 An(v1) → An(b)

なる論理式とします．ただし，bは今までのAやαの中では用いられていない最初の
証人とします．論理式全体は可算無限個なので，証人の数が不足することはありま
せん．

段階4a: そこでわれわれは，すべてのαnを公理としてつけ加えたい．だから 次のよ
うに定義します:

Γ0 = Γ,

Γn+1 = Γn ∪ {αn} ,

Γ∞ =
∞∪
n=0

Γn.
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かくて，Γ∞はΓへ新公理のすべてを付け加えて得られた体系です． 各Γnが無矛盾
であることはをチェックすることは容易です． 本質的な点は， bが新しい証人である
からそれが自由変数のようにふるまうことです．では実際に，各 Γn−1が無矛盾なら
ばΓnも無矛盾であることを証明しましょう． αnをΓn−1に追加すると矛盾すると仮定
しましょう． Γn−1は無矛盾ですから，⊥の証明には，αnを仮定として 使わなければ
なりません．ゆえに, NKの¬-導入規則により，¬αnが Γn−1から導かれます．しかる
に，

¬αn ≡ (∃v1 An(v1)) ∧ ¬An(bn)

より，∃v1 An(v1)と ¬An(bn)がともにΓn−1から証明できます． ところで，bnは証
人の定義により，この証明図では，自由変数としてふるまっています． (つまり
新自由変数を選んで，それと置き換えた図形もNKのΓn−1の証明図になります．
よって∀-導入規則により， ∀x¬An(x)がΓn−1から導けることになります． (NKで
は)∀v1 ¬An(v1) ≡ ¬∃v1 An(v1)ですから 結局⊥がΓn−1から導けたことになります．こ
れはΓn−1が 無矛盾であるという仮定に反します．ゆえに，Γnは無矛盾でなければな
りません．

段階4b: 各Γnが無矛盾ですからその和であるΓ∞も無矛盾です． なぜなら，Γ∞か
ら矛盾が導かれるということの形式的な証明は，あるnに対するΓnからの矛盾の形
式的証明となるからです．(すべての証明図というものは大きさが有限であり，した
がって有限個の論理式を含むに過ぎません．その中で(公理として)使われた Γ∞の各
論理式は(十分大きくえらんだ)あるnに対しすべてΓnに含まれてしまいます．)

段階5: Lindenbaumの定理 1.3を適用して，Γ∞を無矛盾かつfullな拡大体系Γ∗へ
拡張することができます．

段階5b:　そのとき，もともとの言語の任意の文A,Bに対し，次の事柄が成り立ち
ます．

1. Γ∗ ⊢ AまたはΓ∗ ⊢ ¬Aである． (これは，Γ∗がfullだからです．)

2. Γ∗ ⊢ ¬Aであるのは，Γ∗ ̸⊢ Aのときかつそのときに限ります．(これはΓ∗が無矛
盾であることと(1)からただちに従います．)

3. Γ∗ ⊢ A ∧Bであるのは，Γ∗ ⊢ AかつΓ∗ ⊢ Bであるときまたそのときに限る．

6



4. Γ∗ ⊢ ∃v1 A(v1)であるのは，あるbに対しΓ∗ ⊢ A(b)となるときかつそのときに限
ります．(なぜなら，∃v1 A(v1) → A(b)が新公理αnのひとつであるからである．)

段階6: そこで　Γ∗に対するモデルM = (U,R)を次のように定義します．個体領域
は 可算集合U = {b1, b2, . . .}，n次の関係記号Rに対して，U上の関係としてのRを

R(a1, . . . , an) ⇐⇒ Γ∗ ⊢ R(a1, . . . , an)

によって定義します．

段階7: 上の(1),(2),(3),(4)は解釈が真であることの帰納的定義に対応しています．
ですから，次の結論に達します: 任意の文Aについて

M |= A ⇐⇒ Γ∗ ⊢ A.

段階8: ΓはΓ∗に含まれるので，Γのすべての文Aに対しM |= Aです．よって，Γが無
矛盾であればΓはモデルをもつという結論に到達しました．

注意 1.1 bj全体は可算集合Uをなしていることから，この証明は，Γが可算モデル
をもつことも同時に 示しています．

1.4 ゲーデルの完全性定理

定理 1.5 トートロジーは証明可能である．

証明 背理法で証明します．すなわち，Aをトートロジーとし，しかもAが 証明でき
ない( ̸⊢ A) と仮定します．A ≡ ¬(¬A)ですから， 定理 1.1を適用すると， シング
ルトン{¬A}は無矛盾です．このシングルトンにHenkinの定理 1.4を適用すると，
{¬A}のモデルMが存在します．すなわち，M |= ¬Aです． ゆえに，モデルの定義
により，M ̸|= Aです．しかし，これは Aがトートロジーであることに反します．よっ
て，背理法により， Aは証明可能でなければなりません．

注意 1.2 関数記号がある場合は，次のようにして関数記号がない場合に帰着させ
ます． たとえば，一変数の関数fについては，2変数の関係記号Fを導入します．
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そして，R(f(A))なる論理式は，F (A, v) ∧ R(v)と書き換えます． 代わりにFが関数
であることを主張する論理式(∀x∃yF (x, y))∧ (∀x∀y∀z(F (x, y)∧F (x, z) → y = z))を
公理に付け加えます．このような言語の書き換えを行うと，結局すべての関数記号
をなくすことができます．もとの言語が等号=を含まなければ， 等号に関する公理
(反射・対称・推移・代入)も付け加える必要があります． 一般には，この時点では
等号はこの個体領域の同値関係にしかすぎません． 個体領域の恒等関係として解
釈するためには，個体領域をこの同値関係で
割った商集合が正しい個体領域です．もちろん，このように言語を変換しても，

もとの論理式の集合とは論理的に等価です．このあたりはきちんと取り扱う必要が
ありますが，完全性の証明のアイデアとは 直接関係がないので，詳細は省きまし
た．
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